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AVERTISSEMENT 

Dl! TRADUCTEUR 

t 

SUR LA SECONDE ÉDITION. 



La. première édition de la traduction 
de la Géométrie du Compas , qui parut 
en 1798, fut très recherchée à cette épo- 
que ; elle est épuisée depuis plusieurs an- 
nées , et les amis des Sciences exactes en 
réclamaient une nouvelle édition. Cest 
pour répondre à leurs vœux qu'on pu- 
blie celle-ci j et 1 on a cherche à la ren- 
dre aussi correcte que possible , en fai- 
sant disparaître toutes les fautes que la 
précipitation avec laquelle la première 
édition fut imprimée nWit pas permis ^ 
d’éviter. 

Dans une note que nous avons placée 
a la fin du chapitre X , nous avons donné 



vj AVERTISSEMENT. 

une solution du problème (i'46) plus ge- 
nerale que celle de Mascheroni ; et nous 
avons ajouté une solution , par le moyen 
du compas seulement, du problème (i5o) 
pour lequel Mascheroni ne donne que la 
solution d’Euclide, qui exige le concours 
de la règle et du compas. 
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NOTICE BIOGRAPHIQUE 

\ 

DU TRADUCTEUR, 

SUR MASCHERONI. 



Depuis la publication de la traduction de la Géomé^ 
trie du Compas , qui parut en 1 798 , les sciences ont 
perdu l’auteur de cet inte'ressant ouvrage , ainsi que le 
fruit des travaux qu’il avait entrepris avec autant d’ar- 
deur que d’heureuses dispositions , et qu’une mort pré- 
maturée l’empêcha d’achever. 

Qu’il soit permis au Traducteur de la Géométrie du 
Compas , en publiant cette seconde édition , de payer 
à Mascheroni le juste tribut d’éloges et de regrets si 
légitimement dus à la mémoire d’im savant étranger, 
qui s’applaudissait d’avoir trouvé une seconde patrie 
dans la France, au moment où elle devint son tombeau. 

Mascbehoni (Laurent) était né à Bei^me en l’jSo. 
Il étudia avec goût les Belles-Lettres , et obtint dans 
ces premières études de très brillans succès. Dès l’âge 
de 18 ans, il enseignait le grec et le latin au collège de 
Bergame. Cette profession lui fournit souvent l’occasion 
d’exercer agréablement son esprit. Il se fît remarquer 
• surtout par un discours qu’il prononça sur la fausse 
éloquence de la chaire ; pour faire ressortir d’une ma- 
nière plus piquante le ridicule qu’il attaquait, il em- 
ploya lui-même le style poétique que les prédicateurs 
de son temps prodiguaient dans leurs sermons. 

11 fut appelé ensuite à professer la langue grecque 
k Pavie , où il continua de l’enseigner jusqu’à l’âge de 

a.. 
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VllJ KOTICE BIOGRAPHIQUE 

27 ans ; mais ce n’ëtait pas dans les lettres que Mas- 
chcroni devait trouver sa principale illustration. Jusque 
là on n’avait apprécié' que la délicatesse de son esprit : 
une circonstance fortuite détennina en lui le goût des 
études sérieuses et des méditations profondes; elle lui 
dévoila sa véritable vocation. Un ouvrage de Mathé- 
matiques lui tomba Un jour entre les mains ; il le lut 
avec avidité , et conçut dès lors pour les sciences un 
amour qui devint bientôt une passion dominante. C’est 
ainsi que s’était manifesté le goût de Lagrange, qui 
n’avait, dans tout le cours deses études à Turin, montré 
de dispositions que pour les Lettres , et dont le génie 
pour les Mathématiques ne fut révélé qu’à la seconde 
année de son cours de philosophie par la lecture d’un mé- 
moire de Halley que le hasard lui avait fait rencontrer. 

Du moment où Mascheroni eût abordé les Sciences 
exactes, il en fit l’objet principal de ses études. Ses pro- 
grès furent rapides. < Eu peu de temps il se montra digne 
d’occuper lachaire de Géométrie au collège de Bergame, 
et fut ÿ im peu plus tard , nommé professeur de Géomé-^ 
trie' et d’Algèbre à l’université de Pavie. 

Jl publia dans cette ville ; eh i 787 , un mémoire in- 
titulé Méthode pour la mesure des polygones plans, 
dans lequel il traitait tous les problèmes que l’on trouve 
dans la Polygonométrie de Lhuillier, imprimée deux 
ans plus tard à Genève , 1 789. Ce dernier ouvrage ne 
parvint que quelques années après sa publication à la 
connaissance du célèbre professeur , qui eut peine à 
concevoir que le même.siijet, que les mêmes problèmes 
fussent traités précisément de la même manière par 
un autre gépmèlrc. 11 lit imprimer à Pavie, en, 1793, 
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SUR MASCHEBONI. 



IX 



SOUS le litre modeste , Problèmes pour les arpenteurs, 
avec différentes solutions, im ouvrage composé de cinq 
livres. Les trois premiers et partie du quatrième ne 
sont qu’une nouvelle édition du mémoire qu’il avait . 
publié à Pavie, en 1787, sur la mesure des polygones 
plans. La fin du quatrième livre a pour objet de donner 
la plus grande généralité aux problèmes contenus dans 
les livres précédens Le cinquième est entièrement 
consacré à la mesure des solides. 

Mascheroni profita de cette publication pour reven- 
diquer, dans la Préface, la propriété de son premier mé- 
moire , et il le fit avec autant de chaleur pour une pro- 
duction qu’il affectionnait , que d’égards pour un ma- 
thématicien dont il ne voulait point atténuer le mérite 
dans l’opinion publique. 

Il parut en l’an XI (i8o3), chez Courcier, une tra- 
duction française de cet ouvrage , intitulé : Problèmes 
pour les arpenteurs. Mais on ne voit pas pourquoi le 
traducteur, en tronquant quelques passages de la pré- 
face , enlève à l’auteur une partie des moyens par les- 
quels il établit ses droits à la propriété qu’il réclamait. 

Le savant italien ayant reconnu, dans la Polygono- 
métrie de Lhuillier , tous lesproblèmes qu’il avait don- 
nés lui-même dans son ouvrage, imprimé deux ans avant 
l’époque à laquelle Lhuillier avait publié le sien, si- 
gnala très délicatement cette rencontre qui lui avait 
paru tout-à-fait extraordinaire. 

Nous rétablirons ici les propres expressions de 
Mascheroni , en désignant par des caractères italiques 
les parties de sa préface qui ont été omises par le tra- 
ducteur de l’ouvrage. 
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NOTICE BIOG R A 1>HIQUE 

H J’avais publié, eu 1787, parmi les additions au 
» Cours de Mathématiques de M. Bossut, qui me sert 
» de texte dans mes leçons de l’ Université , un petit 
» mémoire intitulé ; Méthode pour la mesure des po- 
>1 lygones plans; et mis mon nom. Deux ans après, 

» M. Lhuillier publia à Genève sa Polygonométrie , im- 
» primée par Barde en 1789. Je reconnus en la lisant, 

» non-seulement que mou ouvrage renfermait tous ses 
» problèmes , mais encore que mes solutions analyti- 
» ques m’avaient conduit aux memes formules , et que 
» y avais suivi absolument les mêmes traces qu’un au— 
» teurqui avait imprimé son ouvrage deux ans après la 
» publication du mien. Je fus vraiment étonné de voir 
M que je m’étais ainsi rencontré avec ce géomètre. » 

On ne peut s’empêcher d’observer, dans le passage qui 
précède, avec quelle finesse, quelle délicatesse d’expres- 
sion Mascheroni cherche à concilier le besoin qu’il 
éprouve de s’assurer la conservation des droits que sa 
priorité lui avait acquis , avec la réserve et la circons- 
pection , d’ailleurs si conformes à ses dispositions natu- 
relles, que semblait lui imposer le caractère d’ecclésias- 
tique dont il était revêtu. Si l’on a droit de s’étonner de 
l’omission des passages soulignés dans la traduction de 
la préface de Mascheroni , que penser de l’addition de 
la phrase suivante , quand il ne se trouve pas dans 
l’italien un mot qui puisse la justifier? « Un accord 
» aussi parfait avec ce célèbre géomètre (M. Lhuillier 
U fut pour moi d’un grand prix, et la preuve la plus corn- 
» plète que mon travail pouvait être de quelque utilité. >• 
Mascheroni, tout modeste qu’il était, se sentait biec 
capable d’apprécier seul le mérite de son ouvr.age, et 
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aOR MiSCHERONI. Xj 

n’a pas craint de faire lui-même la juste part de celui, 
de M. Lliuillier, relativement à sa Polygonoine'trie , 
ainsi qu’on peut s’en convaincre par la lecture du pas- 
sage suivant, qui termine sa réclamation : >< Au reste, 

» dit-il, l’ouvrage de M.Lhuillier n’en mérite pas moins 
» la bienveillance du lecteur, tant pour sou érudiiiont 
» que pour les démonstrations géométriques qu’il a 
» données , et pour beaucoup d’exemples eboisi» qui 
U répandent de la clarté sur toute la méthode. » I 
\J érudition, accordée à M. Lliuillier par Maseberoni, 
implique contradiction avec le contentement que sem- 
blerait lui avoir procuré, d’après la phrase du traduc-> 
teur, un accord aussi parfait avec le géomètre de Ge- 
nève : ou bien il faudrait n’y voir qu’une ironie peu con- 
forme à l’esprit de douceur auquel se plaisent à rendre 
hommage tous ceux qui ont connu le savant italien. 

Lors de l’entrée des Français eu Italie, Maseberoni. 
sut allier les sentimens d’un patriotisme éclairé aveo 
les devoirs de l’état ecclésiastique qu’il avait embrassé. 
Ses taleus et la sagesse de son esprit Axèrent sur lui 
l’attention et les suffrages de ses concitoyens : il fut. 
nommé membre du corps-législatif de la république 
Gsalpine ; mais , tout en exerçant ces nouvelles fonfii.; 
tions avec le plus grand zèle, il n’en continuait pas moins 
à se livrer à l’étude des sciences mathématiques, pour , 
lesquelles il avait conservé la même prédilection. 

Maseberoni publia à Pavie, en 1 797 (1), la Géométrie 
du Compas. C’était dans les derniers moiuens du sejout 

(i; C’est p.ir erreur tjuc la BingrapliieârsConteinporains de Rablw 
la Blograpiiie uniTcnclIe de Bari)ier annonoenc que cet oavrage 
a paru ÀMibii en 179^. IJ n’a eu qu’une éditioai, ioipnm<^ ài 
Vavie en 1797. 
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« 

de Bonaparte en Italie. Le géne'ral,' qui accueillait 
avec plaisir les savans italiens, avait vu souvent Mas- 
cheroni , et s’e'tait entretenu plusieurs fois avec lui de la 
Géoine'tric du Compas. Quand la paix de Cainpo-Formio 
fut signce, Bonaparte vint à Paris apporter le traité au 
directoire , et lui présenter les drapeaux de l’armée d’I- 
talie. Le lendemain de cette cérémonie triomphale, 
qui eut lieu le 20 frimaire an VI ( 10 décembre 1797 ), 
Bonaparte fut invité par François de Neufchâtcau à 
une nombreuse réunion composée de savans et de gens 
de lettres , tous membres de l’Institut. « Le général les 
» étonna tous, dit le Æfonilenr du temps, par la va— 
>1 riété et l’étendue de ses connaissances. » 

Lagrange et Laplace faisaient partie de la réunion , 
et dans une conversation que Bonaparte eut avec ces 
illustres géomètres , et particulièrement avec Laplace , 
il leur fit connaître la Gc'ométrie du Compas, ouvrage 
alors tout nouveau et inconnu en France, en leur 
donnant la solution de quelques-uns des problèmes qui 
se trouvent dans cette production originale. Après avoir 
écouté Bonaparte avec attention , Laplace , qui avait été 
son professeur de Mathématiques à l'école de Brienne, 
lui dit en présence de tous les savans réunis autour 
d’eux s « Nous attendions tout de vous , général , ex- 
, n'cepté des leçons de Mathématiques. » 1 ;• 

Cette anecdote , répétée par plusieurs journaux , si- 
gnala pour la première fois en France la Géométrie du 
Compas, et inspira à l’auteur de cette notice , qui sortait 
alors de l’École Polytechnique pour entrer dans le corps 
du génie , le désir de connaître l’ouvrage et ensuite cct, 
lui d’en publier la traduction. 
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Maschcroni contribua beaucoup aux expériences faites 
^ Bologne, pour prouver le mouvement de la terre par 
la chute des corps. 

Les ouvrages que l’on a de lui sont : 

1°. SuUe curve che servono a delineare le ore ine- 
guaii de gU antichi nelle superficie plane. Bergame , 
1784, in-4®. 

2“. Nouvelles Recherches sur l’équilibre des voûtes. 
Bergame, 1785, in- 4 ®, avec planches. Ouvrage profond, 
où l’auteur essaie d’aller plus loin que n’avarent été 
Bossut et Lorgna dans les mémoires qu’ils avaient pu- 
bUés eu 1774, 1 779 et 1 780. 

3 °. Des vers italiens , adressés à la comtesse de Gris- 
mondi , aussi célèbre par son esprit que par sa beauté. 

1 786 , in-4°. 

4 °. Méthode pour la mesure des polygones plans. 

1 787 , Bergame , in-8®. 

5 ®. Problèmes pour les arpenteurs avec différentes so- * 
lutions. 1 793 , Pavie , in-8“. 

6®. La Géométrie du Compas. 1797, Pavie, in-8“. 

' 7*. Notes sur le Traité de calcul difiérentiel , par 
Euler. 

8®, Une pièce de vers dans laquelle l’auteur fait 
preuve d’un talent distingué pour la poésie et d’un atta- 
chement sincère au savant français dont il déplore 
la perte. In morte Bordœ , viri celeberrimi, Elegia. 
Paris, 1799, in-folio. 

9®. Invita di Dafni a Lesbia j poème qui ne fait pas 
moins d’honneur à Mascheroni que la Géométrie du 
Compas. 

Il y décrit, avec autant de précision que de facilite, 
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les objets curieux de l’Âniphitheàtre de Physique et du 

Cabinet d’Histoire naturelle de l’Universite de Parie. 

Mascheroni a laisse, en outre, en manuscrit, plusieurs 
me'moires, un entre autres sur la pyramidométrie ; sujet 
dont l’immortel Lagrange s’etait occupé arant lui , 
mais qu’il a envisagé sous un aspect dilFérent. 

L’un de ces mémoires, intitulé Spiegazione popo~ 
lare délia maniera colla quale si regola Vanna seslile 
O intercalare, e il cominciamento delV anno republi- 
cano, a été inséré après sa mort dans les Mémoires de 
Matliématiques et de Physique de la Société ita- 
lienne des Sciences, tome IX,page 32 i. Modène, 1802. 

Mascheroni occupait encore en 1798 la chaire de 
professeur de Mathématiques à l’Université de Pavie , 
lorsqu’il fut député à Paris par le gouvernement italien 
pour y coopérer à la rédaction du nouveau système des 
poids et mesures. Il se livra à ce travail avec autant 
. de zèle que d’intelligence , et le mérite qu’il y déploya 
lui procura l’estime de ses.eoU^guaa» comme sa dou- 
ceur et sa modestie lui*WWtt'4^j^*®9'tis leur amitié. 

Les évènemens de la guerre ne lui permettant pas de 
retourner dans son pays, il chercha dans le nôtre à 
exercer ses taleos» M'* Ihrbois, l un de nos plus dignes 
instituteurs, le reçut chez lai comme professeur j mabla 
fatigue des trawQX auxquels Mascheroni s’était livré 
toute sa V» wee tant d’acharnement avait ruiné sa 
santé. M. Dubois ne lui demanda aucun service „ et le 
séjour du. Mvant. italien dans sa maison ne fut pour lui 
qu’une occasion bien honorable d’exercer sa bienfai- 
sance. îtfaacheroni reçut chez M. Dubois , pendant un 
an que dnra sa maladie , les soins les plus tendres et 
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XV 



les plus hospitaliers. Vainement les médecins français 
réunirent leurs talens et les ressources de leur art : 
rien ne put arrêter les progrès du mal, et Mascheroni 
fut enlevé aux sciences et à ses amis le 25 messidor 
au YIII ( i 4 juillet 1800 ), à l’âge de 5 o ans (1). 

On doit s’étonner et regretter que Bossut n’ait pas 
donné place, dans son Histoire des Mathématiques, 
à uu savant qui semblait y avoir acquis quelques droits 
par plusieurs ouvrages, et particulièrement par la Géo- 
métrie du Compas. ^ 

Delambre a rendu plus de justice au géomètre italien 
dans le rapport historique qu’il fit, en 1808, au nom 
de la classe des Sciences physiques et mathématiques 
de l’Institut, sur les progrès des Sciences mathémati- 
ques depuis 1789 jusqu’en 1808. 

Après avoir rappelé , dans le discours qui précède le 
rapport , que la Géométrie ancienne n’admettait dans 
ses démonstrations que ce qui peut s’exécuter avec la 
règle et le compas, Delambre ajoute t « Mascheroni, 
-• plus sévère encore , voulut se passer de la i*gle. On a 
» lieu d’être étonné du grand nombre de propositions 
» nouvelles et piquantes qu’il a su trouver dans un sujet 
U en apparence épuisé. Ses principaux théorèmes avaient 
U été apportés en France par le vainqueur et le paoifi— 
cateur de l’Italie. On désira connaître l’ouvrage en- 
V tier , et bientôt il en parut une traduction française. » 
j Dans le rapport même, Delambre revient sur la Géo- 



(i) Et non pa» en 1808, âgé de 58 an«, comme le disen^Ia Bio- 
graphie diH Contemporains et la Biographie nniTerselle , amrpielleé 
BOUS aroiK déjà reproche' d'aulrea ioexactiludci. 
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inétrie du Compas ; et, pour ne point altérer le sens de 
ses expressions, nous nous faisons un devoir de les rap- 
porter textuellement : « Avant de quitter la Géométrie 
» élémentaire, nous parlerons , dit le célèbre géomètre 
» français , de la Géométrie du Compas , due à l’inté- 
» ressaut et malheureux Mascheroni , enlevé par le 
X chagrin que lui causaient les malheurs de son pays , 
» au moment où les succès des armées françaises, com- 
» mandées par le héros qui le premier avait apporté en 
» France les théorèmes les plus curieux de son livre, 
» allaient lui rendre une patrie qu’il honorait par ses 
» talens. C’est, en effet, une idée originale que de ré— 
» duire au seul usage du compas la solution de toutes 
n les questions de la Géométrie élémentaire, et de créer 
» ainsi, dans une }>artie qui paraissait épuisée , un sys— 
» tème de propositions aussi considérable que nouveau. 
» Celles qui regardent la division du cercle méritent 
» surtout d’être remarquées, parce qu’elles pourraient 
>1 avoir des applications utiles dans la construction des 
» instrumens de Mathématiques et d’ Astronomie. » 

Le secrétaire perpétuel de la classe des Sciences phy- 
siques et mathématiques fait bien connaître , dans les 
passages précédens, le véritable mérite de la Géométrie 
du Compas; et l’hommage touchant rendu par un sa- 
vant , tel que Delambre , à la sensibilité comme au 
talent de Mascheroni , répare bien honorablement le 
tort que pourrait faiie à sa mémoire l’oubli commis 
par Bossut, oubli d’autant plus singulier, qu’il n’avail 
guère pu se dispenser de consulter le rapport fait par 
Delambre le G février 1808, pour son Histoire des Ma- 
thématiques qui ne parut qu’en 1810. 
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PRÉFACE 



DE L’AUTEUR. 



- La première idée qui m’engagea à 
tenter la carrière nouvelle de la Géomé- 
trie du Compas fut cellerci : puisque l’on 
fait chaque jour de si belles découvertes, 
en avançant dans les Mathématiques , 
ne pourrait-on pas , en revenant sur sea 
pas , trouver quelque endroit encore in- 
connu dans le vaste champ qu’elles of-. 
frent à parcourir? Jusqu’ici on a regardé 
en Géométrie comme. les solutions les 
plus simples celles qui n’exigeaient que- 
le secours de la règle et du compas : c’est- , 
à-dire de la ligne droite , la plus simple* 
des lignes, et du cercle, la plus simple des. 
courbes. A ces deux in^trumens des pro-, 
blêmes, si l’on peut s’exprinier ainsi, qui 
pendant un temps constituaient et déter- 
minaient la Géométrie élémentaire, on. 
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6 PRÉFACE, 

ajouta dans la suite les courbes coniques ; 
celles-ci furent suivies des courbes supé- 
rieures au second degré , et des transcen>- 
dantes de diverses «spèoes. 

Le domaine de la Géométrie continua 
à s’accroître à l’aide de ces profondes re- 
cherches et avec le nouveau secours de 
l’analyse finie et infinitésimale, aü point 
que les inventions qui d’abord , avaient 
fixé l’admiîation des anciens , et mérité 
les sacrifices de Thalès et de Pythagore^ 
sont devenues l'àpanage des enfans de nos 
jours. Je me dis à moi-même : ne pour*- 
rais--tu pas revenir aux éiémens , en feu- 
trant dans la ligne de démarcation , et 
chercher s’il n’est jusqu’ici rien resté eU 
afri^e qui ait été négligé? Eîst-il bien 
vrai que les problèmes élémentaires 
d’Euclide soient de la plus simple cons-^ 
tructioü possible? Ne pourrait -on pas' 
dééompoSer l’élément mathématique en 
ses élémebs fondamentaux , la règle et 
le compas , à l’exemple de ceux qui ont 
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PAKFACE. 7 

décomposé l’ean en deux airs , et un aie 
regardé jusqu a présent comme simple , 
en deux autres substances ? Alors je m’a- 
visai que la règle seule , ne pouvant servir 
qu’à conduire une ligue droite , on pou- 
vait 'peut-être n’employer que le com- 
pas, non pour décrire seulement un 
cercle ou un arc , notais en en décrivant 
plusieurs de diâerens centres et avec di- 
verses ouvertures , trouver par le moyen 
des sections mutuelles de ces cercles plu- 
sieurs points utiles et précisément les 
points cherchés de position dans un pro- 
blème quelconque. J’ai remarqué jus- 
qu’ici que cette branche n’avait enèote 
été cultivée par aucun mathématicien!, 
et que les Bolutaons de ce genre ,, obte-r 
nues par hasard à l’aide du compas 
auraient été, par leur construction, plus 
élémentaires que toute autre. ■' 

. Deux raisons cependant me firent hé«- 
siter pendant quelque temps à entre- 
prendre cet ouvrage , dans la crainte 
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qu’en me servant de ce moyen , mes ef^ 
forts ne devinssent inutiles. D’abord je 
ne voyais pas trop ce qui résulterait de 
trouver avec le seul compas des points 
que d’autres ont trouvés avec le compas 
et la règle réunis. Je craignais en second 
lieu , et cela était bien naturel , que mes 
essais ne fussent pas couronnés du succès 
que j’en espérais ; mon travail alors eût 
été perdu. Les constructions faites avec 
le seul compas pour déterminer les points 
de la Géométrie élémentaire , pouvaient 
être encore plus compliquées que celles 
déjà connues où l’on employait de plus la 
règle. Ma théorie aurait ainsi manqué 
d’élégance, et la pratique de précision j 
. ainsi j’étais sur le point d’abandonner 
mon entreprise. 

Dans mon incertitude , il m’arriva par 
hasard de relire la manière avec laquelle 
Graham et Bird en Angleterre divisèrent 
leurs grand,s quarts de cercle astronomi- 
ques (^Encyclopédie méthodique J article 
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Quart de cercle mural). Celui qua fait 
Graham pour l'observatoire de Green- 
wich, non-seulement a servi de modèle à 
la plus grande partie de ceux qu’on a faits 
depuis , mais encore a mérité par sa pré- 
cision d'être regardé par les astronomes 
comme un des meilleurs jusqu’à ceux de 
Ramsden. Je m’aperçus donc que la di- 
vision de cette célèbre machine av?iit été 
faite à l’aide du compas seul sans la rè-: 
gle ; rien de plus intéressaut que la des-r 
cription des moyens employés par cet 
artiste , dans cette longue et ingénieuse 
opération. Je n’entrerai point ici dans 
l’explication des motifs qui firent exclure 
la règle ; ils seront facilement sentis par 
ceux qui se connaissent en travaux de ce 
genre. Pour démontrer en général la sur 
périorité de l’usage du compas sur celui 
de la règle, quand il s’agit de décrire 
avec précision des lignes à l’épreuve du 
microscope , il suffit de dire qu’avec une 
règle tant soit peu longue , il est presque 
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impossible de garantir la précision de 
tous les points qu’on trace , tant il est dif‘ 
ficile qu’elle soit rigoureusement droite 
dans toute sa longueur. Fût-elle même 
très droite , les praticiens savent que la 
trace d’une ligne menée le long de la 
règle porte avec elle une incertitude de 
parallélisme dans le mouvement de l’axe 
de la pointe qui marque, ou ^e parfaite 
application de cette pointe à l’arète de la 
règle. Le compas n’est point sujet à ces 
deux inconvéniens , il suffit que son 
ouverture soit fixe et les pointes très 
fines; en plaçant l’une d’elles en un point 
pris pour centre , l’autre décrit un arc 
aussi exact qu’il est possible. En lisant 
la description de la méthode de Graham, 
je remarquai qu’il rencontra quatre dif- 
ficultés : 

La première, fut d’être obligé d’opérer 
par tâtonnemens. En parlant en effet de 
l’arc de soixante degrés qu’il détermina 
par le moyen du rayon , • on voit qûe 
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toutes les subdivisions furent faites par 
essais. Les anciens ne nous ont laisse le 
moyen de diviser la circonférence avec 
le seul compas qü’en six parties , comme 
il est enseigné et démontré dans la quin- 
zième proposition du liv. 4 Élémens 
d’Ëuclide j Graham ne put donc obtenir 
une précision géométrique que pour un 
point.» 

Le second inconvénient fut la perte 
de temps i, que les plus habiles mêmes 
ne sauraient éviter dans les expériences. 

Le troisième * fut d’avoir été obligé 
d’employer deux plans , un pour les es- 
sais , et l’autre qui était le quart de 
cercle lui-^méme , sur lequel il trans- 
posait les résultats j ce qu’il faisait pour 
ne pas gâter, par les essais sur le quart 
de Cercle , la Surface du limbe. 

Ëniin , la quatrième difiiculté fut d’a- 
voir été obligé. d’exécuter deux divisions 
differentes. Comme la division du quart 
de cercle en 90*’ entraînait avec elle les 
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subdivisions d’un arc en 3 et en 5 par- 
ties, et que les essais de ces subdivi- 
sions étaient imparfaits par le trop grand 
nombre d’erreurs inévitables , il voulut 
tenter une autre division du même quart 
de cercle , approchant de la première , 
qui ne divisait l’arc que de deux en deux 
parties. Ayant donc divisé l’arc de 6o°: 
en deux parties , il eut l’arc de 3 o° ; le. 
quart de cercle se trouvant par là divisé 
en 3 parties , avec les subdivisions par 2 , 
on eut ensuite la ô"*', la 12“* partie, jus- 
qu’à ce qu’enfîn le quart restât divisé 
en 96. Cette division était celle qui mé- 
ritait le plus de confiance ; mais l’autre 
division en 90 degrés , devant servir 
immédiatement aux astronomes , fut 
comparée à la première , et corrigée par 
le moyen d’une table calculée à cet effet. 

Tous ces inconvéniens engagèrent sans 
doute Bird à recourir à une autre mé-, 
tbode pour diviser ses quarts de cercle. 
Elle consistait à déterminer les arcs par. 
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leurs cordes qu’il prenait sur une échelle 
divisée en parties égales. Elle n’était pas 
cependant exempte d’imperfections, puis- 
qu’elle manquait d’abord de précision 
géométrique , et qu’en second lieu , le 
quart de cercle avait nécessairement les 
inexactitudjes qui se trouvaient sur l’é-, 
chelle. 

L’importance des instrumens astrono-» 
miques m’engagea à considérer mon pro-: 
jet de la Géométrie du compas sous uOj 
point de vue plus favorable. Je commen- 
çai à croire que j’aurais beaucoup fait , 
si je réussissais à diviser la circonfé-' 
rence en plus de six parties par le se-' 
cours du compas seul j j’aurais rendu' 
aux artistes qui travaillent aux instru-i 
mens astronomiques un service' d’autant, 
plus important , que mes subdivisions) 
de la circonférence auraient été plus- 
étendues et plus conformes à la division' 
du quart de cerçlè en 90“. Je fournis^ ) 
sais à cette classe de mécaniciens) un 
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moyen de précision géométrique dans 
leurs divisions. Je leur épargnais le 
temps des tâtonnemens , la nécessité de 
faire deuK divisions à la fois et sur deux 
plans différens , et surtout je rendais 
inutile Tusage de l’eclieUe dont ou ne 
peut garantir leKactitude , bien loin 
qu’elle soit d’une rigueur géométrique. 
11 ne me restait que la seule crainte 
que ma nouvelle méthode ne fut onntr 
pliquée et trop longue pour être com- 
mode dans la pratique. 

Je me mis néanmoins à l’ouvrage» 
Voyant que je ne devais pas attendre 
beaucoup de l’application de l’Algèbre' 
à la Géométrie, j’eus recours à d’aur-t 
très moyens purement géométriques- de , 
ne les indique pas ici , parce que danSi 
oette nouvelle carrière je n’ai -pas teuU!' 
toujours la même route , et que je dois 
beaucoup au hasard, de n’a été souvent • 
qu’a'près maintes tentatives difierentes 
que j’ai obtenu le résultatqnejechercbais. . 
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Je laisse à d’autres le soin d’examiner 
la chaîne qui lie entre eux les problèmes 
de cette nouvelle théorie j ils parvien- 
dront peut-être à suivre le fil qui con- 
duit par’ ordre de l’un à l’autre j et qui, 
s’il eôt été découvert dès le commence- 
ment , aurait rendu plus courte et plus 
fecile l’invention de la Géométrie du 
compas. ‘ ' i 

J’adressai ' alors le premier essai de 
mon entreprise à M. Annibal ‘Bec- 
caria , avec une lettre que je fis in- 
sérer dans le journal de Brugnatelli.' 
Cet excellent artiste, alors Patrice mi- 
lanais , depuis membre de la muni- 
cipalité et du comité d’instruction pû^J 
blique de lCette ville , réunit à Ifei’gloire 
d’étre le frère du célèbre auteur dü livre’ 
des Déliis et des Peme» ,' celle qui lui est 
propre d’exécuter avec la plus grande 
habileté tous les instrumens de Ma- 
thématiques les ‘plus délicats. . ‘J- - 
Mou premier essai consistait dans la 
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- méthode de diviser la circonférence en 
24 parties , à l'aide d’un seul . point 
pris hors d’elle. L’exécution de cette 
division est la plus sinàple qu’on puisse 
espérer , et je l’ai conservée dans cet 
ouvrage. Celle que j’avais donnée eh 
120 parties était trop compliquée ; j’en 
ai trouvé une beaucoup moins longue j 
et telle même que je la crois la plus 
courte possible. J’y avais ajouté aussi 
une construction très prompte pour oh; 
tenir les racines carrées des nombres, 
depuis l’unité jusqu’à 10; je l’ai encore 
conservée dans cet ouvrage. • > 

J’ai omis les autres problèmes exposés 
dans cette lettre, parce qu’ils étaient 
trop compliqués, ou d’une; approximar’ 
tion insuflisaute. Je suis paryenu d 04 
puis , comme on le verra ,, à’ ‘diviser 
très promptement la circonférence. ;Çn; 
240 parties , avec une exactitude géo7i 
métrique, par le moyen du compas, seuli 
et de trois points pris hors de la n^éhie 
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circonférence. Chacune de ces parties 
est un degré et demi de la division en 
36o°, usitée jusqu’ici. Je partage, tout 
arc quelconque en deux parties , et cela 
géométriquement, par approximation. 
Je divise la circonférence, avec trois 
points seulement, en degrés et quarts 
de degrés , sans erreur d un sixième de 
seconde. 

Avec ces memes points je la divise 
en minutes, avec erreur de moins d’une 
seconde. Je me suis flatté que les astro- 
nomes pouvaient être contens de cette 
précision , parce que je ne sache pas d’ar- 
tiste , même parmi les plus célèbres j qui 
ait passé outre; 

Cependant je ne croyais pas eticore 
avoir assez fait , si ma nouvelle théorie 
ne servait pas aussi à la nouvelle division 
du cercle. 

On sait que les Français , heureux de 
posséder dans leur patrie les premiers géo- 
mètres de l’univers, ont enfin, d’après 
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leurs conseils , adopté pour tous les 
arts la seule division décimale tant 
souhaitée des savans. 

Sans doute que cette division réussira 
avec difficulté dans les autres contrées , 
à cause des préjugés , et surtout de la 
force d'inertie; mais elle s’établira enfin 
d’une manière inébranlable partout où 
l’on aime les sciences , et où les inté- 
rêts du commerce sont bien entendus. 
Une des divisions les plus difficiles à 
changer, était celle de la circonférence 
du cercle en 36o°, et la subdivision en 
6p parties , employée par toutes les na- 
tions ; et cela , à cause des fatigans tra- 
vaux qu’il fallait nécessairement entre- 
prendre pour refaire les tables trigono- i 
métriques dans un nouveau système 
mais l’énergie d’une 'grande nation qui 
se régénère ne connaît point d’obsta- 
cles, Ayant déterminé l^oo parties ou 
degrés dans la circonférence , le quart 
du, cercle , qui est le fondement de la 
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Trigonométrie 5 se trouve divisé en loo 
parties , chacune desquelles se subdivise 
en 100 autres, et ainsi de suite. 

Les tables des sinus naturels et arti- 
ficiels de ces divisions et subdivisions 
sont déjà calculées et imprimées. Mais 
pour que rien ne manque à la stabilité 
et à la certitude de la précision des nom- 
bres, on a entrepris en France de les 
faire imprimer en caractères soudés en 
plomb. On voit déjà de ces nouvelles 
tables exécutées d’après la méthode nou- 
velle et ingénieuse de Firmin Didot^ 
appelée stéréotype. 

Une société de calculateurs très ha- 
biles en prépare encore d’autres plus 
étendues et avec un plus grand nombre 
de décimales , sous la direction du cé- 
lèbre De Prony* Toutes ces circonstances 
m’engagèrent à chercher une méthode, 
au moins d’approximation, pour diviser 
la circonférence en ces nouveaux degrés 
et parties de degrés. J’ai réussi , avec 

2 .. 
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trois points seulement et très peu d'oü- 
verturfes de compas , à oLteuir cette nou- 
velle division décimale de la circonfé- 
rence sans erreur d’une seconde. 

Quand je n’eusse fait autre chose que 
ce que je viens d’indiquer , cela aurait 
suffi à la recommandation de l’usage 
du comf)as seul. Mais en avançant, j’ai 
trouvé qu’il n’y avait point de problème 
de Géométrie élémentaire qui ne puisse 
se résoudre avec ce seul instrument, 
c’est-à-dire en ce sens que le compas 
suffit pour trouver tous les points de- 
mandés par le problème , pour la posi- 
tion et la détermination des droites dont 
on a besoin. Ceci intéressait la théorie; 
j’ai voulu épuiser le sujet , donner tous 
les élémens pour tous Igs cas possibles , 
et démontrer qu’on peut trouver avec le 
compas seul tous les points qu’Euclide 
et les autres auteurs de Géométrie élé- 
mentaire , enseignent à trouver avec 1© 
secours de la règle et du compas réunis.^ 



\ 
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Quoique tous les problèmes élémen- 
taires résolus avec le seul compas n’aient 
pas une solution assez simple, j’ose dire 
pourtant que la plus grande partie des 
plus nécessaires sont résolus avec assez 
de brièveté et de simplicité, pour enga- 
ger les praticiens à rejeter le secoiirs de 
la règle, et à se servir du seul compas 
pour trouver les points fondamentaux. 
Les moyens que je propose dans ce livre 
justitieront ce que j’avance. Je n’indi- 
querai point ici tous les problèmes sem- 
blables qui m’ont paru de quelque im- 
portance : en voici cependant quelques- 
uns. 

Si l’on cherche avec le seul compas le 
centre d'un cercle, on le trouvera promp- 
tement et sans peine; on aura de même- 
les troisièmes et les quatrièmes propor- 
tionnelles, et par conséquent les moyen- 
nes proportionnelles. 

On pourra aussi, avec le seul compas, 
construire des polygones réguliers ins- 
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crits ou circonscrits au cercle (i). Le 
seul compas suffira encore pour trouver 
les racines carrées des nombres , pour 
doubler , multiplier les surfaces des 
carrés , des cercles et des autres figures 
semblables. On résoudra avec une exac- 
titude géométrique tous ces problèmes , 
car leur nature les en rend susceptibles. 
Ensuite , par approximation , on trou- 
ueur égale à la circon- 
férence d’un cercle, ou un arc égal au 
rayon , ou un carré égal à un cercle , 
ou un cercle égal à un carré, ou une 
sphère égale à un cube , ou un cube 
égal à une sphère , ou un cube double , 
ou triple, ou quadruple d’un autre. On 
pourra résoudre tous ces problèmes en 
employant des sections d’arcs , ou en 
déterminant, toujours sans autre instru- 
ment que le compas , la longueur des 



vera une long 



' (i) Les ingénieurs militaires trouveront peut-être ici, 
quelque chose (futile pour leurs travaux. 
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côtës ou des rayons dont on a besoin 
pour les figures demandées. 

Voilà, en peu de mots, le fond de 
la Géométrie du compas que je présente 
au public. Quant aux démonstrations , 
je me suis servi , autant que j’ai pu , de 
la Géométrie des anciens ; cela m’a paru 
plus conforme à la nature de mes pro- 
blèmes , et plus court. Partout où les 
procédés géométriques devenaient trop 
longs pour obtenir le résultat , j’ai em- 
ployé le calcul ; j’ai donc en même temps 
recherché la brièveté , la clarté , l’élé- 
gance autant qu’il m’a été possible. 

J’ai cité Euclide , ce grand maître en 
fait d’élémens. Lorsqu’il est question de 
proportions , les numéros des proposi- 
tions qne je cite sont ceux de Tacquet, 
parce que son livre est plus répandu en 
Italie que l’ancien texte d’Euclicle. 

J’ai placé dans le onzième livre, en 
faveur des artistes qui ne voudront que 
s’amuser avec le compas , plusieurs pro- 
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blêmes re'crëatifs tirés de Pappus , d’ Ozct- 
nam J de Simpson et de plusieurs autres 
auteurs. Voilà tout ce que j’avais à dire 
à mes lecteurs sur la Géométrie du com- 
pas. Elle est , quaut à la construction 
de ses problèmes , la plus simple et la 
plus élémentaire qu’on puisse désirer, 
et je ne sache pas que cette matière ait 
été trfiitée jusqu’ici par personne. 
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PRÉLIMINAIRES. 

J’appelle Géométrie du Compas celle 
qui, par le moyen du compas seulement, et 
sans le secours de la règle ^ détermine la posi- 
tion des points. 

Étant donnés , par exemple , deux points Â 
et E [figure i''®), si l’on cherche le troisième 
point D, qui soit aussi éloigné de chacun 
d’eux qu’ils le sont entre eux, qu’on décrive 
d’un intervalle égal au rayon AE , et des poin^ts 
A etE comme centres, les deux cercles ED.B, 
ADV, qui se coupent au point D, ce point D 
_ sera le point cherché , puisqu’il sera éloigné 
des points A et E d’yn intei'valle égal à A 
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( Prop. I , liv. I des Elémens dEuclide. ) Ce 
point D a été trouvé avec le seul compas, sans 
le secours de la règle. 

% 11 peut arriver que Ton trouve la position 
d’un point avec le seul compas , mais que pour 
démontrer la proposition , on ait besoin de la 
règle dans la construction de la figure. 

Soient , par exemple , donnés deux points A 
et B {Jig. 2 ) qui soient éloignés entre eux d’un 
certain intervalle pris pour unité, ou qu’on 
fait = I ; si l’on cherche un point D qui soit 
éloigné de B de l’intervalle BD = \/5, on ré- 
soudra le problème de la manière suivante : 

Du centre A et d’un rayon AB, soit décrit 
le cercle B CD; avec le même rayon et du cen- 
tre B, soit décrit un arc qui coupe la circon- 
férence au point C; puis du centre C et avec le 
même rayon, soit décrit un arc qui coupe 
plus loin la circonférence en D ; on aura en D 
le point cherché , ainsi trouvé sans le secours 
de la règle. 

Pour démontrer néanmoins que l’intervalle 
BD = \/3 , on aura besoin de lignes droites 
qui se tracent avec la règle. Soit B E le dia- 
mètre du cercle B CD, si l’on mène les droites 
BD, DE, le triangle BDE sera rectangle en D 
( 3 1 , liv. 5 ) , et l’on aura 
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(B1<)‘ = (BD)‘ + (DE)*; 

d’où 

(BD)*=(BE)‘— (DE)*. 

Mais l’intervalle BC étant égal à CD = AB, 
on aura encore DE = AB (i5, liv. 4)> ou 
D E = t et BE = 2 . On aura donc 

(BD)* = 4 - 1=3; 

d’où 

BD = \/5; 

ce qu’il fallait démontrer , et ce qu’on ne pou-\ 
vait faire sans la règle. Cette proposition est la 
12 * du livre i5 d’Euclide. 

3 . De la définition précédente (1 ), il résulte 
qu’à la Géométrie du compas appartiennent 
tous les problèmes que l’on peut résoudre avec 
le seul compas, quoiqu’on ne puisse pas les 
démontrer avec ce seul instrument. Tel est le 
problème précédent (2). 

4. Cette Géométrie sera, comme on le verra, 
par les exemples, d’un très grand usage dans, 
la pratique pour trouver des points avec la 
plus grande précision possible, et même beau- 
coup plus promptement avec le seul compas., 
qu’en y joignant le secours de la règle. 

5 . Nous résoudrons donc les problèmes avec 
le seul compas, et l’on, pourra ensuite, pour les, 
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démonstrations , se servir de constructions 
faites, suivant l’usage, avec la règle et le com- 
pas. C est pourquoi nous citerons les proposi- 
tions et les livres d’Euclide. 

6. On aura atteint complètement le but de 
ce traité , si Ton n’a omis aucun des élémena 
nécessaires pour que l’on puisse , avec le seul 
compas, déterminer, dans quelque problème 
que ce soit, tous les points qui jusqu’ici n’ont 
pu être déterminés qu’avec la règle et le com- 
pas réunis. 

7. Nous ne placerons pourtant pas ici tous 
ces problèmes; mais après avoir démontré les 
elémens nécessaire.s et sufldsans pour tous, nous 
en résoudrons un grand nombre des princi- 
paux , et surtout ceux qui sembleront les plus 
utiles, ou préférables à cause de leur élégance. 

8. Nous ajouterons ici en faveur des artistes, 
pour lesquels , en grande partie , cet ouvrage 
est écrit, que, bien convaincus de l’importance 
des erreurs qui résultent de l’écart et du rap- 
prochement de branches du compas pour obte- 
nir avec précision des ouvertures différentes , 
nous aurons soin de résoudre les problèmes 

. avec le plus petit nombre possible d’ouvertures 
de compas. Il serait même mieux que l’artiste 
eût à sa disposition autant de ces compas fidèles 
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( ainsi appelés, parce qu’on peut s’assurer qu’ils 
conservent exactement l’ouverture donnée) , 
qu’il y a d’ouvertures exigées par la solution 
du problème ; car il arrivera souvent que nous 
serons obligés de nous servir plusieurs fois de 
la même ouverture, après en avoir employé 
une ou plusieurs autres : alors , sans élargir ou 
resserrer un seul compas , nous reprendrons le 
compas mis de côté qui conserve cette ouver- 
ture. C’est pourquoi nous appellerons quelque- 
fois du nom de premier, second, troisième 
compas, les ouvertures successives avec les- 
quelles on aura résolu le problème. 

9 . D’ailleurs, comme pour la précision pra- 
tique de la position d’un point , il importe que 
la section des lignes qui le déterminent se fasse 
à angle droit ou approchant , nous ferons tou- 
jours en sorte qu’un arc en coupe un autre/ ou 
à angle droit, ou au moins sous un angle qui 
en difiere peu. 

10. Afin d’être plus courts, sans cependant 
devenir obscurs, en indiquant la construction 
des figures , nous emploierons souvent des 
expressions abrégées, que la seule inspection 
de la figure fera bientôt comprendre. Par 
exemple , dans la figure 3 , au lieu de dire : 
« Àvec le rayon AB, et du centre C, soit 
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» crit un arc qui coupe la circonférence BCD 
« au point C; puis avec le même rayon et du 
n centre C, qu'on décrive un arc qui coupe la 
» même circonférence en D, etc. »; nous 
dirons seulement : « Soit fait a A B = B C 
= C D, etc. » En effet, c’est assez dire que les 
points B , C et D , avec lesquels on indique la 
même circonférence BCD, sont des points de 
cette circonférence ; ainsi il n’y a aucun risque 
d’équivoque. 

H . De même étant donnés 
par exemple , trois intervalles 
AB, CD, EF, quand on 
dira : « Soit fait a C D EG, 

à AB = F G, » on devra 
entendre ceci : « Avec un _ 

rayon CD , et du centre 
» E , soit décrit un cercle 
» dans la circonférence duquel soit le point G; 
» ensuite ) avec l’intervalle AB ei du centre F, 
» soit décrit un autre cercle qui coupe le pre- 
» mier au point G ». 

\% D’autres fois dans les démonstrations, 
nous désignerons quelques lignes droites qui 
ne seront pas dans la figure, en nommant les 
deux points extrêmes auxquels elles devraient 
être menées , comme si , dans la figure 1 1 , on 



B A 

• • 

C D 

• • 

G 

E F 
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ttommait la droite AB, ou bien CD. C’est 
ainsi que nous ferons quand il n’y aura pas à 
craindre d’obscurité , pour conserver la figure 
nette , et faire mieux paraître la construction 
faite avec le seul cercle. 

13. Lemme, Si des deux centres A et B, et 
avec les rayons AP et AQ, on décrit des arcs 
qui se coupent en P et p , Q et ^ , les points Q , 
9 , *P et P seront dans la même ligne droite. 

Démonstration. Tous les côtés des triangles 
APp, BP P {fig. 3), étant respectivement 
égaux entre eux par constioiction , l’angle APp 
sera égal à l’angle BPp (8, Üv. i ). On dé- 
montre de même que AP Q=BPQ. Donc 
rf- 

APp==APQ = BPp + BPQ. 

Mais la somme de ces quatre angles est égale 
à quatre angles droits ( 1 3 , liv. i , coroïl. ). 
Donc chacune des sommes de deux angles est 
égale à deux angles droits. Donc la ligne QPp 
est droite ( i4» i). Ondémontre de la même 

manière que la ligne ¥pq est droite. Donc les 
points Q, P, p, q sont dans la même ligne 
droite, ' 

14- Les choses étant comme au numéro pré- 
cédent, les droites AB, Pp, ainsi que celles AB; 
Qÿ, se couperont à angles droits en deux par- 
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ties égales au point M, et les droites QP, qp 
seront égales. 

Démonstration. En effet , à cause de l’égalité 
des côtés des deux triangles APB, ApB, ona 
l’angle PAB=pAB ( 8 , Uv. i). Mais on a en- 
core APp=ApP ( 5 , liv. i). Donc aussi AMP 
= AM/> {corrolL prop. 3 a, liv. i). Donc ces 
deux angles sont droits (i 3 , liv. i), et la ligne 
Vp sera partagée en deux parties égales au 
point M par la démonstration de la proposition 
lo , Uv. 1 . On démontrera de la même manière 
que les droites Qçr et A B sont divisées en deux 
parties égales au point M. Donc, en retranchant 
des droites égales Q M et ^ M , les parties égales 
PM, /) M, les restes Q P, y p seront égaux. 

i 5 . Corollaire. On aura donc 

(QM)« = (AQ)*-(AM)- (47, liv. i). 

\ 6 . Lemme. Tout étant comme au numéro 
1 3 , on aura 

■ (AQ)‘= (AP)*+(PQ) + Pp.PQ. 

Démonstration. Car on a ( AQ)* == (AP)*-f- 
(PQ)* -f- 2 M P.PQ ( 12 , liv. 2). Maison a 
2 MP = Pp ( 14 ). Donc, etc. 

1 7. Lemme. On aura donc 

( A Q)* = (Ap)* 4. (p Q )* — Pp.p Q. 
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Démonstration. Car on a 

(AQj* = (Ap)* + (/)Q)‘-^ 2/»M./)Q (i3, Uv. a)* 

Mais on à 

a/>M=i/)P (14). 

Donc, etc. 

18. Corollaire i". Puisque />Q = pP 
-f- P Q, on aura 

(p Q)‘=:pP.pQ4-PQ.pQ (a, AV. a); 

d’où soustrayant p P .p Q, on a 

(pQ)*_pP.pQ = PQ.pQ‘ 

et substituant cette valeur dans celle de ( AQ)‘ 
(17), on aura 

(AQ). = (A/.)‘ + ;,Q.PC!i 

d’où l’on tire, eu soustrayant (Ap)* de part et 
d’autre 

(AQ).-tAri‘=;,Q.PQ, _ 

Donc en effectnadt la multiplication de A Q 
-4-ApparAQ — Ap ) on trouvera 

(AQ + Af) (AQ-Art=(AQ)"-.-(Ap)., 

et par conséquent 

(AQ+Ap)(AQ-Ap)=pQ.PQ; 

3 
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d’où (par la i6* projmitmn du iw. 6) on 'dé- 
duit la proportion , , ,• 

pQ:AQ-j-AP ::AQ — Ap; 

où substituant de même AP au lieu de Ap, et 
transposant les extrêmes , 

PQ : AQ + AP :: AQ — AP ;PQ.' - 

deux pf^opoytiuns op déduit e:q)res- 
sément ce fameux théorème : 

Dans un triangle quelconque, un côté quel- 
conque est à la sqjumei desi deux oMtj;es côtés , 
comme leur différence est à la différence oq à la 
' sohime des segmens que fait sur ce côté la per- 
pendiculaire menée de Vangh opposé, sui- 
vant qu’elle en. dedans pt^ ç $4 dehors du 

triangle. ' 

\ \Cbrolkf,ire 'a-. On aura' AQ = pQ. 
Otant de part et d’autre les deux tennes égaux 
^AQ)% (pQj% et ajoutant des' deux côtés la 
p^i^lieip ou apfatpP.p Q=? (^kpfv 
20. Lemme. Tovjt j éteof’ comiiie . dapa lé- 
B° i3, si l’angle RpQ est droit {fig,- 
^eT^tigle RpS = RpA, etpS=pR==pA, 
A S sera parallèle et égale à Ppi^ et[liOa<aur&. i 

:(,i(AQ}‘=(RQ)-— AS.PQ. ^ 
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toémonstrutUin. En effet , si des deux angles 
droits R/>Q, ^pq, on soustrait les deux angles 
égaux R/) A, R/>S, il restera les deux angles 
égaux A;)P, S/?ÿ.MaisA/)P=:AP/)(5, liv. iJ; 
donc Spq =1 AF q; donc AP, Sp sont parallèles 
( 29 » liv. i). Mais elles>sont aussi égalés par 
construction; donc les deux droites AS, Pp, 
sont égales et parallèles ( 53 , liv. i). 

On a aussi 

(RQ)*=(Rp)*+(pQ)*( 47 , Piv. t )=(Âp)‘-l-(pQ)‘f 
et par le lemme 1 7, 

(AQ}*=(Ap)‘4-(pQ)«^pP.pQ. 

Donc 

(AQ)*=3=(RQ)*~p p.pQ 

= (RQ)^ — AS.pQ. 

21. Lemme. Tout étant comrne dans les 
a®' 1 3 et 20, oa aura (SQ)* = (RQ)*-f- AS .p Q. 

Démonstration. En effet, si on fait ST=Sp, 
pT =pP, (■ 1 ^) les deux trîanglesSpT, APp 
anront les angles SpT, APp égaux entre eux 
( 8 , üv. i). Donc la ligne. Pp T est droite ( 37 , 
lii'- I ). On aura ensuite 

(SQ)*=CpS)-+ (pQ)*+pQ.pT (i&). 
Mais on a 

' 
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(pS)-+(/.Q)- = (/.R)‘ + (pQ)-=(RQ)-, 

et 

= pP = AS. 

Donc 

(SQ)‘ = (RQ)‘+*AS.pQ. 

Des deux lemmes précédens il résulte ce 
corollaire, que ‘ 

(AQ)" + (SQ)- = 2(RQ)‘. 

22* Lemme. Si l’on a AQ=atpQ=BQ et Ap 
= pB =pS, pS étant sur le prolongement 
de Bp, on aura 

AS.pQ = (Ap)‘. 

Démonstration. Les triangles isoscèles A Qp, 
BQp ayant les côtés égaux entre eux, on aura 
l’angle Qp A = QpB (8, liv. i ). On aura en- 
suite l’angle ApB, qui est la somme des deux 
autres, égal aussi à la somme des deux angles 
SAp, ASp (3a, Uv. i ) , qui sont égaux entre 
eux, parce que le triangle ApS est isoscèle (5, 
Uv. i); chacun d’eux sera égal à l’angle ApQ 
=p A Q (5, liv. I ). On aura donc le triangle 
P AS semblable au triangle QpA (3a, Uv. i ; 
4, ôV. 6); et de là 

pQ : Ap :: Ap ; AS 
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el 

AS.pQ = (A/>)* ( 17 , Uv. 6 ). 

23* Lemme. Si l’on a AB =AC = BD, et 
AD = BC, on aura 

bC.AB = (AB)* — (AD)‘. 



Démonstration. Les deux triangles ADB, 
ACB {Jig. 5) ayant les côtés respectivement 
égaux, seront égaux ( 8 , et a 6 Uv. i ). Puis tous 
les deux étant posés sur la même base A B , se- 
ront compris entre lés mêmes parallèles DC , 
AB (3g, Uv. i). Si donc sur la ligne B A on 
prend BE=DC, DE sera égale et parallèle à 
BC (3S, Uv. i) et aussi égale à DA; d’où les 
deux triangles isoscèles BDA , DAE, qui ont un 
angle commun en A , seront semblables ( 5, 3a, 
Uv. 1 , et 4> Uv. 6) , el l’on aura 



r.AB : AD 



:: AD :‘AE; 



ce qui donne .» 

. ^ AB^AE = (AD)‘(i 7^ ÙV. 6). t ■; 



On a ensuite 

.0 ! 

AB.AE 4 - AB.BE=(AB)* (a, Uv. a); 



et substituant pour’AB.AE sa valeur (AD)* 
et DC à la placé de BE, on a 
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(AD)*H-AB.DC=(AB)». 

Enfin f soustnjant (AD )* on aura 

DC.AB = (AB)*— (AD)*. 

24. Lemme. Si dans le cercle BftG {fig- 6) 
décrit d’un rayon AB, on élève au centre A 
la perpendiculaire Ae égale à la corde B G 
de l’arc B/uG, et que du point e comme cen-' 
tre, et d’un rayon AB, on décrive un arc qui 
coupe la circonférence au point /a, l’arc Bfc 
sera égal à la moitié de l’arc B/tG. 

Démonstration. A cause de l’égalité des 
côtés des deux triangles AB G, A/ue, on a 
l’angle GAB= Afie(8, liv. i). Soit divisé 
par la moitié l’angle A/*e par la droite ^ M , le 
triangle jue A étant isoscèle, on a l’angle (ue M 
= ftAM; ensuite les deux triangles ^teM, 
juAM ayant leurs deux autres angles égaux, 
on aura encore le triangle ^Me = /«MA 
(coroZZ. 3a , ZiV. i ) ; d’où est perpendicu- 
laire à Ae ( i3 iiv. I ), et parallèle à AB (39, 
Uv. i) et on aura l’angle MnA=^AB (37, Uv. i); 
donc AB sera la moitié de l’angle GA B; donc 
aussi l’arc B fx, sera la moitié de l’arc B/a G. 

‘25. Si 'dans le parallélogramme ABM N 
(Jig. 7), on a la diagonale MA égale aux côtés 
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opposés MB, AN, le carré de TanliSe diago- 
nale £N est égal an carré de la première, plus 
aux deux carrés des deux autres côtés. 

Démonktraüoti. Soit diirii^é AB étt dètii 
libs. égalé» ail ^'ôitit wi paif la ptei^ertdicàlâîrt 
M/n ( 10, 1 1, livk t ); W »iV \a. di:V>itfe^BA ptO»- 
loagée, soit pris An çs B/n, ouaura /^n s=a B A 
= MN.^IOù aura donc le parallélogramme 
M N nm ( 33 , liv. i ) , et l’angle N nB sera droit 
(27, liv. i); d’où 

(BN)‘=(AB)*-f.(AN)*-f-2AB.An. (12, liv. 2.) 
Mais An = ^ AB; donc 

(BN)‘ = (AN/-f-2 (AB)* = (AN)‘ 

+ (AB)‘-|-(MN)V 

26 - Si dans un triangle quelconque B PE 
{^g. 8), ou coupe en deux parties égales au 
point A la base B£, et que de l’angle opposé 
P , on mène la droite P A, la somme des car- 
rés des côtés BP et PE sera égale à la somme 
des carrés égaux des deux segmens, en y 
ajoutant le double carré de la droite AP. 

Démonstration. En effet , si l’on abaisse la 
peipendiculaire PR. sur la base BE, on aura 

(BP)*=(BA)‘4-(AP)*+2BA.AR (12, ôi>. 2). 
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Oa aura donc 

(PE)*=(AE)'-{- (AP)* — aAE. AR (i5 Uv. a)! 

Donc après avoir formé la somme des valeurs 
des deux carrés (BP)* et (PE)’, et de plus 
BA étant égal à AE, on aura 

(BP)* + (PE)* = (BA)* 4- (AE)* 4- a (AP)* 
= a(AB)* + a(AP)*. 
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DE LA DIVISION DE LA CIRCONFÉRENCE , , 
ET DES ARCS DU CERCLE. 

PROBLÈME, 







27. Partager la circonférence du cercle BDa 
en quatre parties égales. - 



Solution. Soit fait dans la même circonfé- 
rence {Jig. f) au rajon AB = Bc=BC=CD , 
= P E = E avec le premier compas ( 8 ) , on 

aura de — cB = BA (i5, liv. 4}* 

, Soit fait aussi à BD=Ba = Ea avec le 
^cond compas, et à Aa = BF = By avec 
le troisième compas. On aura divisé la cir- 
conférence en quatre ^rties égalés BF^ FE; 

■ ■ ■■ ■■'“'; • ' \ 

Démonstration. BAE étant un diamètre 

(i5,‘AV. 4)> et les triangles «AP , âAE 
ayant tous leurs côtés égaux, èt'j^r consé- 
quent les angles aAB ‘,“ akE 'aussi égaiix 
( 8 , Uv. i), 'ces deux angles seront droits 
(i3, Uv. i). Donc 

(aBy = (AB)* + (nky ( 47 , Uv. i); 
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et soustrayant de part et d’autre , (AB)*, 
on a 

(aB)‘ — (AB)*= (aA)*. 

Soit tait jiour abreget AB îü: "ï j' bn dutk 



donc 



(aB)* = (BD)*= 5 (2); 



(aA )* = — 1=2, 



et encore 






•iV-, .'•.lU ; \ V ■ ■ \\\' 






(BF)*=(aA)*=2 = iHf»* I =(AB)*“fi(AF)?» 

Donc, dans ^ le triangle A B^ l’angle F AB 
sera droit (48, A'p. i ), et par conséquent aussi 
FAÈ (i3, liv. lY. Donc les arcs, Bf*, FÊ se- 

I . .'!ir. I . ,/ . I Ÿ 

ront égaux entre eux et quarts de cercle^ 
que les arcs By^y^E. : • . , . : ' ;■ 

28. Corollaire. Les angles BÀa ; ÈAF 

, , 4 . 'f J-'® ') 

étant droits, les trois, points \Aj‘ F Æ-se^^^^ 
dans la mênne ligne droite.' 



29. Nous avons donc déjà la circonférence 
divisée, savoir, en deux parties égales aux 
^ints B et E; en trois parties, aux, points 
B , D ,' ( 1 5 , Itv. 4) ; en quatre parties aux 

points B, F, E,/(27)j en six parties, aux 
points B, C, D, E,'rt, c (i^, liv. 4)*\ . 



I ! .'(A , 
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PROBLÈME. 

30. Diviser une circonférence en huit parties 
égales. 

Solution. Tout étaut comme au n” 37» soit 
fait à AB c= aH = «H (fg. 9), avec le pre- 
mier compas ; à A.a = as H A avec le troi- 
sième compas, on aura aussi gb^ Aa, et la 
circonférence sera divisée en huit part^ égales 
aux points B, G, F, H, E, k, f g. 

Démonstration. Puisque (Aa)* = a (37) » 
ou aura (Aa)* = (AG)*-f-{^G)*. L’angle aGA 
sera donc droit (48, liv. 1 ). D’où, à cause du 
triangle isoscèle aGA, les deux autres angles 
G An, GaA, égaux entre eux (5, liv. i), vau- 
dront chacun la moitié d’un angle droit (3â» 
liv. I y Donc l’angle G AF , qui est le mêdie que 
l’angle G An (38)» sera la moitié de B AF : 
donc aussi l’arc GF = BG. Mais, par oons- 
truction, on a Gg = BF (26, liv. 3): donc, 
ôtant de part et d’autre BG, on aura GF = Bg, 
On démontrerait de même que les autres arcs 
sont égaux. Donc la circonférence sera divisée 
en parties, égales chacune à la moitié du quart, 
et par conséquent en huit parties. 
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PROBLÈME. 

51 • Diviser la circonférence en douze parties 
égales. 

Solution. Les choses étant comme au n" 27, 
qu’on fasse (Jig. g ) à AB = FN = Nn = FO 
= Oo : la circonférence sera divisée en douze 
parties égales aux points B, N, C, F, D, O, 
E, O, d,fy c, n. 

Démonstration. En effet , si des arcs égaux 
BF , FE, on retranche les arcs égaux BC, DE, 
les arcs restans CF , FD seront égaux. Or l’arc 
CD est la sixième partie de la circonférence; 
donc l’arc CF sera la moitié de cet arc , et par 
conséquent le douzième de la circonférence. 
Acause de FN=CD, on aura encoreCF=CN; 
donc aussi à cause de FN = CB, on aura CN 
= NB. On démontrera de la même manière 
que chacun des autres arcs est le douzième de 
la circonférence. 

PROBLÈME. 

52. Diviser la même circonférence en vingt- 
quatre parties égales. 

Solution. Les choses étant comme ci-dessus 
(50 et 51 ), soit fait (/%. g)àABr=GL=:LlVl 
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= GA:=A:i=HI=IK=HOT=mZ, delapre» 
mière ouverture de compas , et le problème 
sera résolu. 

Démonstration. En effet , si des arcs égaux 
GF , GB (3o) , on retranche les arcs égaux CF, 
NB (51 ) , les restes GC et GN seront égaux. 
Or CN est la douzième partie de la circonfé- 
rence; donc GC et GN en seront les vingt- 
quatrièmes parties. 

On a ensuite FN=GL ; retranchant la partie 
commune FG, on aura NG=FL. Donc aussi 
FL sera la vingt-quatrième partie de la circon- 
férence, et par conséquent la moitié deFD (51). 
On démontrera de la même manière que les 
arcs DH, HO, FI, IC sont égaux, ainsi que 
tous les autres qui ont été déterminés ci-dessus. 

55. Pour être plus courts, nous continue- 
rons à nous servir , sans les citer , ainsi que 
nous venons de le faire, des propositions a 6 
et 27 du Uv. 3 d’Euclide, que dans un même 
cercle , ou dans des cercles égaux , les droites 
égales sou tendent des arcs égaux. 

54. Les anciens , au moyen du centré A et 
du rayon AB , divisaient , avec le compas seu- 
lement , la circonférence en six parties égales. 
Ils obtenaient les autres divisions avec la règle 
et le compas , en prenant différens points hors- 
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de fek circonférence. Nous sommes parvenus'a 
déterminer nn point a , qui seul suffit pour la 
diviser en vingt-quatre parties égales avec le 
compas seulement j ce qui est en même temps 
plus expédirif, phis commode et beaucoup plus 
exact que les méthodes des anciens. 

55 . On peut remarquer en même temps la 
loi élégante que suivent les ouvertures de 
compas suffisantes pour cette division. 

L’ouverture du premier compas = , celle 

du troîsième=tX3, etcelledudeuxième=v/3. 

56 . Lemme. Si dans le cercle BGE, on a 

la rayon AB = i , et que l’arc B G soit la hui- 
tième partie de la circonférence , on aura 
le carré de sa corde BG, c’est-à-«dire (*BG)* 
= 2 2 . 

Démonstration. Sur le diamètre FE, soit 
abaissée la perpendiculaire GP.. Dans le 
triangle rectangle G PA y ht cause de l'angle 
BAG = 45“» oiï a^ra aussi AGP = 45“'- 
(3a, liv. i), et par conséquent GP = PA. 
Or, on a (AG)*= (PG)* -h (AP)* (47, Uv. i)^ 
donc ( A G )* = 2 ( A P )*, ou 3 ( A G )•= 4 (AP)*, 
ou encore 2 = (2 AP)* ; donc 

V^25=2AP; AP = ^ t/ 2 ; bp = AB— AP 

= 1 — it/2. 
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On a ensnite, à cause de l’aagie droit BGË 
( 5i , &‘p. 5 ) , 

BP : BG :: BG : BE (8, 4, ZtV. 6) ; 

d<M(jÇ ( 17, Çi) 

(BG)*=BP X BE=2BP; 
donc . ' 

(BG)*=?:, 2 — » ^/2. 

37 . Leprnie., Les choses étant comme an 
n* 36 , on aura 

(GE}* = 2 -{- y/ 2. 

Démonstration. (BE)*=:(GE)'-f-(BG)* (47, 

liy. i}.,Mais(BE)*=4, (BG}*== 2 — y /2 ( 36 ) : 

donc 

4 ^(QE)‘Ht 2 — y/2 J 

donc 

. -■ 2,= (QÇ)*-'K'2y, 

et par conséquent 

(GE)*'=;?2-f- y/a.’ 

PRORLÈME. 

38 .. aircQTi^érençQ - étant déjà divisé» en 

vingt-quatre parties égales ( 32 ), la sous-di- 
viser en quarante-huit. 

Solution. Soit fait à uN = Be = Ee (U) 
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avec un quatrième compas^ et à AB = efjtsséf 
avec le premier compas. Les arcs Kft, jttN* 
Ml», vO seront les quarante-huitièmes parties 
de la circonférence. 

Démonstration. Si l’on conçoit les droites 
Aa, Nn, «N, aB (12), l’angle BAa étant 
droit, l’angle BAN = BAn (51) et les trois 
rayons AN, AB, An égaux> on aura 

(aN)* = (nB)* — Nn . A a (20). 

Donc, à cause de nN= Be, on aura aussi 

(Be)*=(nB)* — Nn.Aa. 

De plus les triangles eAB, eAE étant rectan- 
gles en A (8, i5, liv. i ), puisque leurs côtés 
sont respectivement égaux , on aura 

(Be)* = (AB)* 4 -(Ae)‘ ( 47 , üv. i), 

et par conséquent 

(AB)*-f-(Ae)‘==(aB)‘^Nn.An; 

mais on a (aB)* = (AB)* + (Aa)', donc 

(AB)* 4 - (Ae)*=(AB)*-f-(Aa)* — Nn.Aa; 

d’où, retranchant (AB)* de part et d’autre, 
on a 

(Ac)* = (Aa)’ — NnX An. 
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Mais (Aa)‘=±a(27) et 'Nn=i,-pu«ijuè NVi 
est la corde d’un arc de 6o degrés (51); doüc 
(A e)* = a v^a = le carré de la cOrde de l’arfe 

BG, qui ést la huitième partie de la circonfé- 
rence (50 et 56.)'®" donc l’arc B;*s=jm.G 
(24); retranchant ensuite de chacun de ces arcs, 
les arcs égaux BK, NG (52), les restes K/4, f*N 
seront égaux; etcbmme l’arc KN est la vingt- 
qtiatrième partie de 'la circonférence (S2), 
chacun d’eux en sera la moitié, et par con- 
séquent la quarante-huitième partie de la cir- 
conférence. Il en sera de même des arcs 
f(N, Mr, et vO. ■' 

59. On pourrait aussi avec la même cons- 
truction {Jig- II) , par le moyen des quatre 
compas ci-dessus indiqués, diviser la circon- 
férence en quarante-huit ‘parties égales (8). 
En effet, si avec le premier compas d’une ou- 
verturesAB, od divise la circonférence 'en 
six parties > en commençant du point /i4, les 
arcs IF, HO, mo, y/, ng seront pacagés en 
deux parties égales; puis 'divisant la circonfé- 
rence en six parties , en commenêAntdü point v, 
on aura divisé en deux parties égales les arés 
ohfji, nk, NG,iFL.' Divisant ensuite la cir- 
conférence en quatre parties avec le troisiènie 
compas d’une ouverturé égale à An,‘eti partant 

4 
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^du point /* , les arcs restans LD, ic seront di- 
visé jen deux, parties égales; et en partant du 
point V , on partagera de même Içs arcs IC, td. 
.^nfin divisant encore avec le 'premier compas 
la circonférence en six parties 'égales, mais en 
partant des < derniers points trouvés avec le 
troisième compas, tous 'les autres arcs seront 
divisés en de«x parties égales. l ' i ^ 

La démonstration est la même que celle 
.n“ 32 . ' . . , r . . 

• ‘ PROBLÈME. 

40. Diviser la circonférence' en'^ciriq 
parties égaies. ’ • . ; . ' ■ -i- 

Solution. Tout étant, comme dans le ; p»o>- 
blème du nnméro 3ll'i-qnon, -fesse 
^,Aap;= NZi,î=Qy&, avec le, troisième compas. 
ilQue ,ron fftôse.ià RQ» d’aïc RQ sera la 

^cinquième.par.tfe de. la cirot^nférence- > i 

,, DçTmm^ratépn^ ^ Vet? .conçoSii menées les 
deux droites NO,fAF„.jqpi Ée',ÇDupent jeniX, 
à ,ç^use des triangles éqnifetéraux f'K A , F:O.A, 
Ifi droite ^IF^era divisée en deux paitiesegales 
.aif ppint X (lo, ainsi que Of0\(l4). 

)P,nis l!arc PiF 0 étant égal à l’arc B CD ' (3#)»'^le 
,q^é de sa corde NO sera égal auicarpé de 
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ia, corde BD ^3 ,( 2 ). D’où le carre de sa 
moitié, c’est-à-dire 3 - 

corolL). De plus, les points è. A, X sont en 
ligne droite, et le triangle NhX est rectangle 
(12,15,14). On a aussi (Ni)*=(Aa *=s: 2 ( 27 )' 
d’où l’on tire . • ■ 

(**)•= (N»)--(NX)- ( 47 , *•„. ,) • 

' =,_3_8'_3i_5 • 

4~ 4 4 ~ 4 '- -■ ' 

Mais à cause de l’angle droit XAB, qui e^'t 
le même que FAB, on a ; 

(1bX)‘ = (AB)‘ + (AX)* ( 47 , 

D’aiUeurs, on a (AX)f= * (AF)*(pn,p. 4 , ÙV. a, 
coroll.); donc 

Donc Je.-}^. droites ftX, «A sortt ‘egàW.% 6 nc 
aura Je p 6 int b ; ie mérù^ qtilentfàÀie' Pfdi 
lémée dans le prettiîer «Wé^dë’ FÂImagés'tèl 
pquriinscrirff'dJns’un cercle un'pedikgonè et 
un 'défcâgonêWgulîer. /^o/. dériiùùsiràtiori 
de CUvius , dans ' le> scholié déjièndâ'ùt’ de' iâ * 
propositwji io,du x^à’Euclide. ^ojr. aussi 
•“ WvSis (45; etc.')’; 'qui fournu-tml 

4., 
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la démonstration complète de cette proposi- 
tion et des suivantes. 



PROBtÉME. 



41 • Diviser la circonférence en dix parties 
égales. 

Solution. Tout étant comme dans le pro- 
blème précédent (40), que l’on fasse (Jig. li) 
àÂ^=:BP, on aura BP = PQ. Chacun de ces 
arcs est égal à la dixième partie de la circon- 
férence. 

Démonstration. Voy. la lo* proposition du 
üv, ÿEucUde. 

PROBLÈM É. 

42. Diviser la circonférence en cent vingt 
parties égales. - ’ . .'i 



Solution. Tout étîmt comme .dàns les ^ ml*, 
raéros ^et 40, QI (Jig. i a) sera la cent+vin^ 
tième partie de la circonféren^*! url> 

Démonspration. .Çn effet Tare. B Lest «gai 
à c«aq.v,ingt-quatprièmes (52)»; et irarc;BQià: la 
cinquième partie delà drcpuférènçe. Doné 'J) 

Q1=BI — BQ = 4— È = ^ 
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45. Maintenant on pourra, quand on vou- 
.dra, avec quatre compas seulement, ou quatre 
ouvertures du même compas , et avec les deux 
seuls point a et 5 pris hors de la circonférence , 
diviser la circonférence du cercle en cent vingt 
parties égales. En effet, après avoir, avec le 
point a, et avec trois compas, divisé la circon- 
férence en vingt-quatre parties [problème du 
ivuméro 32) , et ayant trouvé le point b (40) , 
qu’on fasse, avec le quatrième compas, à A5 
==BP PQ ==QR = RS, et par conséquent 
aussi = SE (41). Ensuite, pour diviser l’arc 
N G en cinq parties égales, dont chacune soit 
la cent-vingtième de la circonférence, qu’on 
fasse à A.b = qp = I'7f = 0/» = fco 

= û)(p. E’arc N G sera divisé en cinq parties 
égales , et l’on pourra diviser de la même ma- 
nière tous les autres arcs G C , CI, etc. 

Démonstration. Puisqu’on aBQ=RE,BF 
= FE,IF = FL, on aura aussi IQ = LR; et 
comme hq = QR, on aura aussi =LR 
= QI. De même QP étant égal à qp, Qp sera 
aussi égal à Pp, et à^QI. Pareillement, à cause 
de Itt = QP, on aura -ttP = QIj et comme 
on a Oft» = BQ, 01 = IB, on aura encore Iû) 
= QI. De plus, à cause de (a(p = Itt, on a la* 
;=^ 7 r = Ql : puis, comme on a 



5 y - -'.JMoIt 



V 



54 



GÉOMÉTRIE DU COMPAS. 



0(p = Op 4- fft. -f. = BP + PQ -f QR = BR V 

eu retranchant dé part et d’autréles ares égaux 
OG, BL, on aura pour reste G^ = LR=:QI. 
Enfin y a cause de B I = LN , si on retranche les 
arcs égaux BQ, Lp, on aura pour reste QI 
= Np. Donc on aura divisé l’arc NG en cinq' 
Np, ^P , P-Tf, (pG égaux chacun à 
l’arc Q I , et par conséquent égaux entre eux ; 
et puisque l’arc N G est un vingt-quatrième de 
la circonférence (32), sa cinquième partie en 
sera le cent-vingtième. 

44. Nous avons donc jusqu’à présent fait, 
sans aucun autre instrument que le compas, les' 
mêmes divisions en parties égales de la cTrcon- 
féfeilce, que celles que faisaient les anciens en' 
inscrivant au cercle les cinq polygones régu- 
liers, savoir : le triangle, le carré, le pentagone, 
l’hexagone et le décagone, et enjoignant l’usage 
dé la règle à celui du compas, tandis que l’on y 
est parvenu d’une manière commode, en pre- 
nant seulement deux points hors de la circon- 
férence, et en n’employant que* quatre ouver- 
tures d’un seul compas , ou bien quatre compas 
(43 , 8). En comparant cette méthode avec la 
méthode connue , on pourra juger de sa sim- 
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plicité, de sa brièveté et de sa ^récisoà dans' 
la pratique. 

45. Comme on a par le n® 40 

Xè+XF = F5 = Xi + XA 

et 

\bz=Xb—XA, 

on aura' 

F5 . A5 = (X6)* ~ (XA)‘ = (XB)‘ — (X A/ 
= (AB)‘; 

ou bien. 

F5.Aè = (FA)‘; 

donc la droite F b sera divisée au point A en 
moyenne et extrême raison ( 5o, liv. 6). 

46. On aura donc 

Fô . A* = (FA ri- Ab :Kb = (/À)* 

=(/ArirAZ») . Ab ==/A . Ab-^(AbY 
=fA(fA-fb) + (Aby 
= (fAr-/A.fb + (Aby. 

Ayant donc 

(fAy=(/Ay-fÀ.fb+(Aby, . 

1 

retranchant (fA)*, et ajoutant fA ,fb , on aura 
fA.fb'= (Ab)* : donc aussi’ la ligne A/ sera. 
divisée en b, en moyenne et extrême raison. 

47. Si du centre b, et d’un rayon b A, on 
décrit un arc qui coupe la circonférence au 
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point T, on aura 

T/=T5 = 5A. 

^n effet, on aura 

/A./i = (Ai)'=(T/)‘; 
d’où (17, liv. 6) on tire cette proportion 
/A ;/r ::/T 

Donc les deux triangles fh.T,fb'Ty qui ont 
l’angle en f commun , auront leurs côtés con- 
tigus porportionnels ; donc ( 6, ÙV. 6) ils seront 
semblables; donc aussi le triaqgle JhT sera iso»t 
cèle ; ce qui donne T à = Ty. 

48. L’angle TÔA = T/ô4-^T/(3a, ÙV. i) 
= T 5 /-rf- ô AT > ajoutant T 5/, o» aura 

T 5 A + Tâ/= 2TÔ/-4- 5 AT ; 

mais TôA -f- Tô/ valent deux angles droits : 
(i3, liu. i) ; donc ti'Tbf -f- 5AT valent deuiÿ 
angles droits. Mais Hbf—bÈLH -j- ôT A (3a, 
liv. i) = 2 5 AT (5 , ùV. i) ; donc 2 Tô f-{- ô AT 
=f= 5 ÔAT = deux angles droits. Donc l’angle 
5 AT, qui est le même que l’angle _/AT, sera 
un cinquième de deux angles droits , et l’arç 
un dixième de la circonférence. 

49 Si l’on prend la corde ft=- /T, on aur% 
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aussi bts=ft (47), et les deux droites <T , bf 
se couperont au milieu à angles droits en un 
point jr (14); alors on aura (T/)* = (Tj^)* 
-f- {fyy y d’où l’on tire 

4 (T/)‘ = 4 (Aby = 4 (Tj)‘ -h 4 (jyy 
= (T0* + (/*)•; 

(T0‘ = 4(Aè)«-(/i)-. 

Mais (fby=(f\^Aby = (f\y — ü/a.u 

(AA)*; donc 

(T<)* = 3 (AA)*— (/A)* 4- a/A . AA. 

Or a/A.AA = a/A C/A —fb)z=ti (/A)* 
— a yA.yA = 2 C/A)*< — a (AA)*; donc 

(T r)* = 3 (A A)* - C/A)* + a (/A)* - a (AA)* 
= C/A)* + (AA)* = (BA)* H- (A*)‘ 
= (BA)% ^ 

Donc aussi T< =? B A; mais T t est la corde de 
deux dixièmes, ou d’un cinquième de la cir- 
conférence; donc B A l’est aussi ; donc, etc. 

50. Dans le triangle rectangle ABb, le 
carré du côté du pentagone est égal à la somme 
des carrés des côtés de Vhexagone et du déca- 
gone. Cette proposition est la lo* du liv. 
ÿEucUde. 
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51. Les' côtés du triangle rectangle A' B 5 
sont cordes d’arcs qui sont en progression 

contre harmonique. Car ces arcs sont — 

5’ 6’ 10 

de la circonférence , et l’on trouve cette pro- 
portion ; 

5 6’6""T^ ’• 

52. Des proportions J'b : b h. :: b Pi. : A/ 
(46),' et fb : bh. :: ôA : AF, il suit que le 
diamètre F f est divisé aux points A et 6 en 
trois parties qui sont en proportion continue. 

PROBLÈME. 

N 

55. Diviser la circonférence en vingt par- 
ties, c’est-à-dire trouver la vingtième partie de 
la circonférence. 

Solution. Tout étant comme au n“ 40, soit 
fait dans le quart de cercle BV f, fv = Bô, 
l’arc B V sera la vingtième partie de la circon- 
férence. 

Démonstration. En effet, on a BV = By 

-/v = -;_if40) = i. 

Autre solution. Tout étant aussi comme au 
n° 40, soit fait dans le quart de cercle BV f, 
b\ = AB, l’arc BV sera la vingtième partie 
de la circonférence. 
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Démonstration. La droite h.b étant la corde 
de la dixième partie de la circonférence , l’arc 
BV sera la moitié de cette dixième partie, 
c’est-à-dire la vingtième (24). 

54. A cause de Vô = V A , le triangle A Vè 
est isoscèle, ainsi que bTf. De plus, cotnme 
on a FA : AA :: kb : bf{'6H), ou en substi- 
tuant des valeurs égales , V A : Ai :r T i ; iy, 
les deux triangles isoscèles auront leurs côtés 
proportionnels -, donc ils seront semblables. 

(6, liv. 6) 

55. Comme on a aussi ôF : FA :: FA : Ai 
(45 et 17 , Uv. 6), en substituant des valeurs 
égales, on auraiF : iV :: iV : Ai. Donc les 
côtés qui forment l’angle commun en i, dans 
les deux triangles iFV, iV A, seront propor- 
tionnels , et par conî^équent ces triangles seront 
semblables (6, liv. 6); donc aussi le triangle 
iFV sera isoscèle, et l’on aura FV = Fi. 

I 

56. L’arc yV étant un cinquième (53), et 
l’arc yr un dixième de la circonférence (47), 
l’arc TV en sera aussi un dixième; d’où la 
corde T V = T y= Ti = i A. Mais on a aussi 
V i =ü T A (53) ; donc les deux triangles V T i,* 

Ti A seront égaux , puisqu’ils auront tous leurs 

côtés respectivement égaux (8 , 4 » i‘’. •)• * 
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PROBLÈME. 

57. Diviser une circonférence en deux cent 
quarante parties égales. 

Solution. Tout étant cômme au n° 4^ > soit 
divisé par le moyen donné (58 > 59) l’arc N G 
au point cT en deux parties égales, ce qu’on 
peut faire eh faisant les cordes r/3, égales 
au rayon ev. Les deux arcs Pcf, «Ttt vaudront 
chacun la deux-cent-quarantième partie dè la 
circonférence. (Ployez encore le n* 58.) 

Démonstration. En effet, soustrayant des 
deux moitiés N<T, GéT, les arcs égaux N P, G'ic 
(45), il restera S'tt. Mais P-tt est la 

cent-rvingtième partie de la circonférence (45) ; 
donc, etc. 

58. On pourra, avec une ouverture de com- 
pas prise du point à un point quelconque 
N de la division déjà obtenue (45), continuer 
à diviser en deux toutes les cent-vingtièmes 
parties de la circonférence. Par exemple , avec 
cette ouverture, en plaçant le centre en p, on 
divisera l’arc en plaçant le centre en P, on 
divisera l’arc <pG, et ainsi de suite. 

59. Les trois points a b {Jîg. 12 ) et e 
{Jig. 11 ) sont très remarquables ; car , au 
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moyen de ces seuls points pris hors de la cir- 
conférence , nous avons divisé la même en deux 
cent quarante parties égales, et nous sommes 
ensuite parvenus à en déterminer là deux-cent- 
quarantième partie^ en n’employant que les 
cinq ouvertures de compas AB, BD, ka, æN, 
kb. Comme ces points peuvent servir dans la 
suite à plusieurs autres usages importans , nous 
trouverons, par rapport à eux, trois équations 
fondamentales , desquelles nous tiftrons, quand 
il sera à propos, douze autres équations, et 
dont nous ferons voir les applications lorsque 
l’occasion s’en présentera. • * 

f P ROBLÈME. U - /. : ' . ; i 

60 . Diviser un arc quelconque BC (flg. i3 ) 
en deux parties égales en G. ' *' , . ^ 

' Solution. Avec le rayon AB,' qui a décrit 
Tare B C'a diviser, et des centres B et C, qui 
sont les deux extrémités ^e l’arc, soient décrits 
les arcs AD, AEj qu’on fasse à BC = AD 
= AE (10); puis des centres D et E, et d’un 
rayon DC = BE,’ soient décrits deux arcs qui 
se coupent en F. Maintenant ayec le rayon A F, 
et des mêmes centres D et E, qu’on décrive 
deux autres arcs qui se coupent en G, le point 
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G ^ra sur la circonférence , et l’on aura l’arc 
BG=^GC 

Démonstration. Les côtés des trois triangles 
DBA, BAC, ACE, étant respectiv^nent 
égaux, on aura l’angle BCA = C AE (8, Uv. i). 
Donc BC sera parallèle à AE (a8, Uv. x) j donc 
B AEC sera un parallélogramme (33, Uv. i)J 

On pronyera de la même manière que B CAD 
est un parallélogramme. On a ensuite , dans le 
parallélogramme BCAD, la diagonale!} AB 
égale aux.côtés opposés BD, AC; Donc le carré 
de la dûig<waln D C sera, égal à la i somme du 
carré de l’autre diagonale AB, et des oari^ 
des deux côtés AD, BC (25), c’est-à-dire 
(DC)*= (AB)*-f - 2 (AD)*? et comme les deux 




droite. De plus, les triangles FAD, FAE ayant 

seronç égap i epr^qqqnf 

S uoni^yl tno;> 

U / ).£_(ADg*#('AF5*'; 

rni ii î: 3 t;j a ^.'}xirc30 P.-ih «rtiq , Ol'l 3A — 

.'i (AD)’4-‘(AF)*=i(ABf 4^àfAD:)*'(^' 

'>YT-Tj'»{» jso'p- 3 )Ç> Q .^y!» .1 - 

tnp Efn.; .^nlnr. xir>h 
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(AF)*=(AB)‘4-(AD)*.- 
Mais ( DG )• = ( AF )* : donc 

(DG)‘ = (AB)«4-(AD)‘;' 

• * ■ I ' ' 

et parce que les triangles GAD, G AE ont leurs 
cAtés égaux, ‘les angles GAD, GAE soirà égaux 
et droits (8) ( 1 3 , liv. f). Donc 

(DG)* = fAG)* + (AD)%- 

donc AB = AG, et par conséquent le point G 
est sur la circonférence. Otant ensuite des an- 
gles droits GAD , GAE , les angles égaux B AD 
GAE, les angles restans BAG, GAG seront 
égaux; donc lare B G est divisé en deux par- 
ties égales au point G (33, ZiV. 6). 

61 . Remarque. Si l’arc à diviser était très 
petit, comme bc (Jig. i5), il vaudrait mieux, 
dans la pratique , y ajouter de part et d’autre 
des arcs égaux un peu grands , comme b G , 
cG, et diviser ensuite l’arc B G en deux par- 
ties égales au point G : l’arc bc se trouverait 
ainsi divisé en deux parties égales. 

62. Si au contraire l’arc à diviser était trop 
grand , comme PGQ, il faudrait en retrancher 
de part et d’autre des arcs égaux PB , QC , afin 
de donner une grandeur moyenne à la moitié 
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de l’arc BC , et ensuite diviser cet arc par lé 
milieu au point G; l’arc PGQ se trouverait 
ainsi divisé en deux parties égales. 

65. On voit donc que tous les problèmes 
relatifs à là division de la circonférence, ou 
des arcs de fcercle qu’on peut résoudre avec 
la règle et le compas , peuvent se fésoudre 
aussi avec le compas seul. ' 
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DE LA MULTIPLICATION ET DE LA DIVISION 
DES DISTANCES EN LIGNE DROITE. 

pAobIème. 

64. Doubler la distance AB. • 

Solution. Du centre et d’un rayon AB, 
décrivez (Jigt 2 ) une demi-circonférence BCDE j 
c’est-à-dire, faites à AB = BC = CD=:DE 
(1 0) : la ligne BAE sera droite et double de AB. 

Démonstration. Voyez la i5*du üv. 4 

FaOBLÈMB. 

6 5. Tripler f quadrupler , etc. , Une dis-^ 
tance AB. 

Solution. Qu’on ajoute (Jig. t ) à AB la droite 
égale AE (64) qu’on ajoute de la même rUa- 
nière la ligne égale EV, etc., la droite BAEV 
sera égale à 5 AB : en continuant de la même 
manière, on quadruplera , etc. 

Démonstration. La ligne BAE est dcoite 
( t5, /iV. 4)> ainsi que la ligne AEV; donc, etc. 

5 
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PROBLÈME. 

66. Partager en deux parties égales Ig. dis- 
tance XBp c’est-à-dire trouver le point M qui 
soit au milieu de la A B. 

Solution /". Après avoir décrit (Jig. i4) la 
demi-circonférence BCDE (64), du centre E 
et d’un rayon EB soit décrit un sffC in^pni 
P Bp; du centre B et d’un rayon B A , soit en- 
core décrite la demi-circonférence pAPm; en- 
suite, du centre P et du rayon PB soit décrit 
Parc BM, et qu’on fasseàPm = BM; le point 
M sera le point cherché. 

Démonstration. La ligne B m sera sur le pro- 
longement de Bp ( i5, Uv. 4). Substituant les 
trois lignes égales BP, Bp , Bm aux trois lignes 
égales Ap, pB, pS du n° 22, les trois lignes 
égales PE, BE, pE aux trois lignes AQ^ pQ, 
BQ, et la ligne Pm à la ligne AS; l’équation 
A S-pQ ^ (Ap)* ($Î2) 4eviendfa Pw,^]E’ = 
(BP)*. Mais BE = ?AB, Çt BP = AB : donc 

etfliv^ntparAB, pan 

aBM. De plus» les triangles 
BPM, BPm ont leurs angles égaun(8, Ho. i) : 
doue mP est parallèle à BM liy- i 
ks triangles BPm, BPE ont aussi les angles 
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égaux (22) ; donc f/iP est parallèle à BE (a8, 
liv. I ) ; donp les droites B M, B R se confondent. 

' Solution IJ, Du point A comme centre, et 
ducaytm AB {Jig. i5),;Soit de'crite la demi- 
circonférence B CDR ,(64); des points B et 
R comme centres , et du même rayon AB, 
soient décrits les deux arcs indéfinis CP, DQ; 
des mêmes points B et R, comme centres, et 
du rayon BR, soient décrits les deux arcs RQ, 
BP; du centre P et d’un rayon PB soit décrit 
l’arc B M; enfin ^u’pn décrive dp point R 
comme centre , et d’un rayon BQ , un arc ^ui 
cog^e l’arc BM au point M; le 'point M sera 
le point cherché. i i . . 

Dérjxonstration. Après avoir fait les sùbsti- 
tutions pécessaires dans 5 (23) , on aura 

iiii »| ;î PiQ. BR, Bç. '( BR)^ — (BPB-) ■< . 

Mais BR = 2 AB, BP = AB, PQ=z=:MR' 

‘ -Mî' ;-î 'J. ,f. ••..! .■.V- .. ’ 

dppc ... . 

aME.AB» 4(AB>*;--(AB)»,= 5( AB)*;' . 

donc , , divisant, par A B , ^op agra a M R — 3 À B. 
Mais à cause^ «(e J’égalité^ des côtés opposés , 
PQRM sera un parallélogramme qui, divisé 
en deux triangles équilatéraux par la diagonale 
QM, donne i’aû{(le PQMsrîQME (8, liv. i) ; 

5.. 
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d’où l’on voit que PQ est parallèle à ME (28, 
liv. 1 ) , et PM parallèle à QE ( 35 , üv. i ). De 
plus, on a PQ parallèle à BE (23) : donc ME, 
BE Coïncident; donc, ayant ME=MA-f-AE 
= MA 4- AB, on aura 

2ME = 2MA 4- 2AB = SAB; 

t 

d’où l’on tire 

2MA = AB. 

Solution III. Du centre A et d’un rayon AB 
soit décrite (Jîg. 16) la demi -circonférence 
B6DE ( 64 ); du centre B et d’un rayon BE 
soit décrit l’arc indéfini PÉp ; du centre E et 
d’un rayon EC, qu’on décrive un arc qui coupe 
ce dernier aux points P etp; des centres P et p, 
et du même rayon PE, soient décrits deux arcs 
qui se coupent en M , le point M sera le point 
cherché. 

Démonstration. Le point M sera sur la droite 
BE ( 1 5 ) ; et en substituant dans l’équation (l 9 ) 
pP.pQ= (Ap)*'les distances y c’est-à-dire les 
droites correspondantes de cette figure, on 
aura l’équation EM.EB = (PE)*. D’ôù,,à 
cause de (PE)*=(EC)* = 5 (AB)* (12 , Uv. i 3 ) 
(2), on aura ' , 

aAB.EM=i= 5 (AB)*; > .1 • 
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et divisant par AB, aEM === 3AB, ou bien 

aAE H- aAM = 3AB : 

d’oH, retranchant les quantités égales aAE„ 
a AB, il reste aAM = AB. 

Solution . La demi'circonférence B CD E 
0%. 17 ) étant décrite (64) ; du centre B et 
dW rayon BD soit décrit un arc indéfini 
aRp ; du centre E et du même rayon BD 
soit décrit un arc qui coupe celui aRp au 
point a; puis du rayon A « et du centre E 
soit décrit un arc qui coupe cet arc aDp en P 
et p; enfin du même rayon Aa et des centres 
F et P soient tracés deux arcs qui se cou- 
pent en M , le point M sera le point cherché. 

Démonstration. Le point M sera sur la droite 
BE (15); puis, faisant les substitutions néces-. 
saices dans l’équation 

(AQ)* = (Ap)«+pQ.PQ, (Ig) 
on aura 

(PB)* = (PE)*-4-EB.MB; 

ou 

(BD)«=: ( Aa)‘ H- aAB.MB ;• 
ou bien ( i a , Uv. 1 3) , (2) 

3(AB)« = a(AB)* (27) + aAB.MB; 
d’où, soustrayant a (AB)*, 






Digitized by Google 




70 



GÉOMÉTRIE pu COMPAS. 



AB== aMB. 



On peut donner plusieurs autres solutions 
de ce problème, ou en employant de nou- 
veaux rayons de cercle, ou en combinant 
entre elles les solutions précédentes ; mais je 
crois inutile de les indiquer. En voici une 
assez simple , mais qui pourtant n’est pas très 
exacte dans la pratique, parce que les arcs 
s’y coupent à angles trop aigus. 

Solution Après avoir décrit {fig^ i4)> 
I*. du centre A et d’un rayon AB la demi-cir* 
conférence BCDE (64); a'k du centre E et d’un 
rayon EB l’arc indéfini PBp, qu’on décrive dti 
centre B et d’un rayon AB un arc qui coupe 
l’arc PB/J en P et/j; soient encore décrits, des 
centres P et/> ét du même rayon AB, deux arci 
qui se coupent en M , le point M sera le point 
cherché. < . , 

Démonstration. Le point M sera sur la droite 
BE (1 3) ; et comme , à cause d’un angle à la 
base commun en B (5, 52 , liv. i , 4> * 

les deux triânj^lès isiosfcèles B PM, PBE sont 
semblables , on aura 

w • • t , 



jBE ;tBP :: BP : BM 



d’où(i 7 , liv. 6) - u. 
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BB.BM = (BP)* = CAB)‘, 
ou 

2AB.BM = (AB)*; 
et divisant par AB, 

aBM » AB. 

PROBLÈME. 

67. ContiHuer la. sous^vision en deux par- 
ties égales^ avec une construction plus simple, 
de AM en N,, rfe AN en (y, etc. , à l’irai. 

Solution Après avoir décrit (yig. i8) du 
rayon AB la demi-circonférence BCDE (64) ; 
du centre B avec le même rayon AB, l’arc indé- 
fini P'C A/?'; des centres £ et B et du rayon BE 
les deux arcs R'Q'P'Bp'çV, PQREr^p; et du 
centre E du rayon EC, l’arc PC/>; si l’on dé- 
crit des centres P' et p' et du rayon AB deux 
arcs , ils se couperont en M au milieu de la 
droite AB {solution V) (66). Si des centres P 
et P et du rayon PE on décrit deux arcs , ils 
se couperont aussi au même point M {solu- 
twnlll) (66). Qu’on fasse maintenant à AP' 
= BQ = Bç' = 9 'N = Q'N (1 1 ), le point N 
sera au milieu de la droite AM. Qu’on fasse à 
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AQ' = BR' = B/ = r'O = R'O , le point O 
sera au milieu de la droite AN. En continuant 
ainsi, on diviserait de la même manière AO 
en deux parties égales , etc. , à l’infini. 

Démonstration. Si l’on imagine une droite 
F'A qui divise en deux parties la base BE du 
triangle P'BE (12), on aura (26) 

(BP')‘ H- (FE)* = a (AB)‘ -f a (AF)*. 

D’où, après avoir substitué les valeurs de BP' 
ses AB et de P'E = aAB ; et soustrayant 
a (AB)% on aura 3(AB)*= a (AP')*; d’où l’on 
tirera , en divisant par a , 

(AF)- = (BQ')-=Î(AB)', 

et comme le point N est sur la droite BE (1 3 ), 
le triangle isoscèle Q'BN, à cause de l’angle 
commun en B (5 et 3a, liv. i , 4> ÙV. 6 ) sera 
semblable au triangle Q'BE. D’où (BQ')* 
= BN.BE (17 , lio. 6 ). Puis , comparant entre 
elles les deux valeurs de (BQ')*, l’on aura 

|(AB)*=BN.BE=aBN.AB, 

et divisant par aAB, 

^AB=BN; 

4 



Digitized by Google 




donc 



LIVRE TROISIÈME. 



?5 



AN = jAB. 

De même on aura (26) 

(BQ')* + (Q'E)‘ = a (AB)*-h a (AQ')*j 
d’où 

I (AB)* + 4 (AB)‘ = a (AB)‘ + a (A B)*j 
et réduisant 

2(AB)-=(AQ')- = (BR-)-. 

Mais (BR')* = BO.BE=aAB.BO; 
donc aussi 

|(AB)‘=aAB.BOj 

d > ^ ^ 

OU 

gAB = BO, et AO = g AB, etc. 

Solution II. Qu’on fasse à AP = EQ = E^ 
= çN == QN, le point N sera au milieu de la 
droite AM. 

Qu’on fasse à AQ = ER = Er= rO = RO, 
le point 0 sera au milieu de la droite A N. 
Continuant de la même manière , on partage- 
rait en deux la droite AO, et ainsi de suite 
à l’infini. 
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MaisBÈ=aAB, et(BQ)* = | (AB)* (vojez 
la démonstration de la solution /" ); donc 
2 Qî.AB = 4 (AB)‘ — |(AB)«; 
puis, divisant par a AB, et réduisant, on a 

q,=|ab. 

5 

Donc aussi EN = ^ AB; donc la droite AB 

étant la même dans les deux Jig. i8 et 19, les 
côtés des deux triangles Q'NE (Jig. i8), QNE 
(Jig. 19), seront aussi les mêmes. D’où en su- 
perposant les trois points B , Q, E de la Jig. 19, 
sur les trois points B, Q', E de la^. 18, les 
points N des deux figures se confondront aussi ; 
donc, etc. ‘ ^ 

De même, faisant les substitutions i^ces- 
saires dans la figure 5 ( 23 ), on a . . 

*■ i ' 

Rr.BE = (BE)‘— (BR)*. 

- : . .wl!' !.. U il 

Mais (BR)*= 7 (AB )* {démonstration delaso^ 

* A 

àrfio/i /”); donc ü 

■ ' _ 
Rr.BE=(BE)*-. 2 (AB)*; 

ou bien, substituant a AB à BE, on a 
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2 AB.Rr = 4(AB)* — |(AB)‘; 
puis , divisant par 2 AB et réduisant , 
Rr=|AB=OE. 

Donc les points £, R, B de la fîg. 19 coïnci- 
dant avec les points E, R', B de la fig. 18, et 
les lignes RO et EO y étant respectivement 
égales aux lignes R'O, EO de la fig. 18, le 
point O coïncident aussi. D’où l’on voit que le 
point, O se' trouvera au milieu de la ligne A N. 
On démontrerait de même pour les autres di- 
visions iusqù’k l’infini. , , 

, _ ^ , ■ rir.. , - Uir 

Un pourrait einployer d autres moyens pour 
trouver les mêmes points : mais nous passerons 
à'd’autres divisions de la ligne AB en un nombre 
différent de parties. l ’im '>1 

• \ iV'Iu'. !': ■'' ' ' ' '■ 

PROBLÈUÉ. 

68. Diviser la distance AB en trois parties 
égales. , 

Solution. Qu’on 'ajoute en. ligne droite de 
part et d’autre à AB (Jig. 20) les deux dis- 
tances AE, BV qui lui sont égales ( 64 ); des 
centres E et V et du rayon EV Èoiefit décrits les 
deux :arcs> indéfinis QVq , FE/'; des mêmes 
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centres E et V et du rayon EB soient décrits 
deux autres arcs qui coupent les premiers 
en Q, q , et ^ ^veç oe pième rayon EB, et 
des centres P et p, soient décrits deux arcs qui 
se coupent en T ; enfin , avec le meme rayon 
et des centres Q, q sojent décrits deux arcs qui 
se coupent en la ligne AB sera diviséje en 
trois parties égales aux deux points T et 
Démonstration. Les points t seront dans 
la lig ne droite VE (15); à eguge de 

l’angle commun en E (5 et 5 a, liv. i ; 4» 6^^ 

le triangle isoscèle EPT sera semblable au 
triangle isoscèle EPV ; donc.(PEJ**=ET.EV 
(17, liv. 6). Substituant dans cette équation 
a AB pour PE,* et 3 AB pour EV , elle de- 

viendra | AB;=p pT f 4’où AT 74: ^ AB,, On 

démontrerait de même que B< est un tiers de 
AB, et par conséquent aussi T t. 



V,. .\.n. V,- r« 

. V v\ 

69. Diviser une distance A B en «/i nombre 
quelconque dg parties é^les ■ •••■ 

'ï 

— / . • » i • "... V .• . , J * - 

SqUit^n. Un e^^iuplç op deyV' feront mieuv 
açntir la règle généRlç. . i . .. j 

Eapemple /^..Solt ai j) la distance AB 
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à diviser en cinq parties égales ; qu’on loi ajoute 
en ligne droite les quatre distances AE > E F , 
F G, GH (65) qui lui sont égales , de manière 
quelle soit quintuplée en BH , c’est-à-dire 
multipliée par autant d’unités qu’il y en a dans 
le nombre qui indique en combien de parties 
on veut la diviser. Des extrémités £ et H , 
comme centres, et avec un rayon AB de la 
lougueur de la distance qu’on veut diviser , 
qu’on décrive deux arcs indéduis AC, GI; des 
mêmes centres B et jll , et avec un rayon B H , 
soient décrits les deux arcs HI, BG; puis du 
centre C et du premier rayon AB qu’on décrive 
uu arc indéfînrB Q ; enfin , du centre H avec 
le rayon CI qu’on décrive un arc qui coupe 
l’arc BQ en Q; la distance BQ sera sur la di- 
rection de la ligne B A , et en sera la cinquième 
partie. 

Si l’on ajoute ainsi à BQ la droite égale 
Qç (64), et ensuite les autres lignes égales qr, 
rSy ou aura détenniué toutes les cinquièmes 
parties de la droite B A. 

Exemple II. Si l’on veut diviser la distance 
AB en sept parties égales {^g. aa ) , soit faite 
lalig ne BH sept fois plus grande que 'B A; des 
extrémités de cette ligne , c’est-à-dire 'des 
points B et H> et avec le rayon AB, soient 
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décrits les arcs indéfinis AC, GI; des mêmes 
centres B et H, et du rayon BH , soient décrits 
les deux arcs HI, BC; du centre C et du pre- 
mier rayon AB soit décrit un arc indéfini BQ; 
du centre H et du rayon C I soit décrit un arc 
qui coupe cét arc BQ en Q ; BQ sera sur la di- 
rection de BA , et en sera la septième partie. 

Démonstration. Les triangles CQI, IHQ 
ayant leurs côtés respectivement égaux , on 
aura l’angle CIQ = IQH (8, Uv. i) ; donc CI 
est parallèle à H Q ( 28 ^ liv. i ). De plus , la 
ligne Cl étant aussi parallèle à BH (25), le 
point Q sera sur la ligne BH. D’où l’on voit que 
les deux triangles isoscèles CBQ, CBH ayant 
un angle à la base commun en B , seront sem-> 
blables (5, 32, liv. i ; 4> donne 

HB ; BC :: BC : BQ, 

ou bien 

HB : AB :: AB : BQ : 

donc la ligne AB sera autant de fois plus 
grande que BQ , que la droite HB sera de fois 
plus grande que AB. 

Solution II. Si l’on veut diviser (Jig. 25) la 
ligne A B , par exemple , en cinq parties égales, 
après avoir déterminé , comme dans la solu~‘ 
tion /, la ligne B H cinq fois plus grande que 
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la lign^ AB , soit décrit du centre H et du rayon 
AB un arc indéterminé CBc; maintenant, du 
centre B, avec le rayon BA, qu’on décrive la 
demi-circonférence cCK ( 64); puis, du centre 
C, avec le même rayon AB, soit décrit l’arc BQ.; 
enfin du centre B et du rayon CK qu’on dé- 
crive un arc qui coupe cet arc BQ en jQ ijla 
ligne BQ sera la cinquième partie de la 'ligne 
BA , et sera placée dans la même direction.' \ 
Démonstration. La droite B K sera sur le pro- 
longement de la ligne BC (i5, liv. 4)* Après 
avoir fait les substitutions nécessaires ( 22 ), 
on aura 

KC.BH = (BC)* = (AB)‘; 
ce qui donne ( 17 , üv. 6 ) 

BH : AB :: AB : KC; 

ou bien 

BH : AB :: AB : BQ : 

donc la même ligne AB sera d’autant plus grande 
que BQ, que BH'sera plus grande que AB; 
et quand on aura BH=5AB, on aura aussi 
AB = 5BQ; ensuite les deux triangles BKC, 
BCQ ayant tous leurs côtés égaux entre eux, 
on aura l’angle KGB = CBQ ( 8 , Us>. 1 ). Mais 
l’angle CBH est aussi égal à l’angle K C B ( 22) : 
donc BQ sera sur la direction de BH. 

. 6 , 
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70. Il est clair que ce dernier problème (69) 
peut être très utile dans la pratique pour di- 
viser en lignes un pied déjà divisé en pouces , 
puisque B H étant égale à douze pouces, BQ 
deviendra égale à la douzième partie du pre- 
mier pouce AB, c’est-à-dire à une ligne. On 
pourra de la même manière sous -diviser en 
centimètres le mètre déjà divisé en décimètres. 
Quand la droite AB , sur laquelle on doit trou- 
ver le point Q, sera décrite, l’opération sera 
plus simple, puisque , sans décrire du centre C, 
et avec le rayon A B , l’arc BQ, il sufllra de 
couper en Q la droite donnée AB avec les ou- 
vertures de compas précédemment indiquées. 

. ■ ■ . (li • 
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DE L'ADDITION ET DE LA SOUSTRACTION DES 
DISTANCES ; DE LA SITUATION DES PERPEN- 
DICULAIRES ET DES PARALLÈLES. 

71 . Il est sans doute foift simple et très fa- 
cile d’ajouter à des distances données , ou d’en 
retrancher une autre distance avec la règle et 
le compas, en tirant une droite indéfinie par 
les deux extrémités de la première distance, 
et en y ajoutant pu en en retranchant avec le 
compas la seconde distance (3, liv. i); mais il * 
n’est certainement pas aussi prompt ni aussi 
aisé de le faire avec le compas seul : aussi 
ne donnerons-nous pas ici les problèmes sui- 
vans: comme d’un grand usage , mais seule- 
ment pour faire voir qu’il n’y a aucun pro- 
blème de Géométrie élémentaire qu’on ne 
puisse aussi résoudre avec le compas sèul dans 
le sens déjà expliqué (1), ce qu’on démon- 
trera dans la suite plus rigoureusement , et 
pour remplir la promesse que nous avons 
faite (7) de n’omettre aucun des élémens de 
cette nouvelle Géométrie. 

6 .. 
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PROBLÈME. 

72. De la distance AB (fig. 24 ) retmn” 
cher une distance égale à CD. 

€ 

Solution. Du centre B et du rayon CD ( si 
c’est du côté de B qu’on veut retrancher la 
distance) décrivez la circonférence FGEH; 
du «entre A , et d’un rayon quelconque soit 
décrit un arc qui la coupe en E et F , et di- 
visez en deux parties égales au point G l’arc 
EGF (60), le point G sera sur la droite B A, 
et l’on aura pour reste la ligne GA. 

. Démonstration. Les triangles EBG, FBG 
ayant les côtés égaux, l’angle EBG sera égal 
à l’angle FBG (8, liv. i) : donc l’angle EBG 
sera égal à la moitié de l’angle E B F. Les 
triangles EBA , F BA ayant aussi les côtés 
égaux entre eux , on prouvera de même que 
l’angle EBA est aussi la moitié de l’ângle EBF. 
Donc l’angle EBGest égal à l’angle EBA : donc 
le point G est sur la droite B A. Mais BG est 
aussi égal à CD : donc en retranchant dé AB 
la droite CD , on aura GA pour reste. 
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PROBLÈME. 

73. Ajouter à la ligne AB (fig. a5) la dis- 
tance CD en ligne droite. 

Solution. Du centre B ( si c’est de ce côté 
qu’on veut ajouter la distance CD ) et d’un 
rayon CD, soit décrit le cercle F GE H. Du 
centre A , et d’un rayon quelconque , soit dé- 
crit un arc qui coupe le cercle en E et F ; 
qu’on divise en deux parties au point H l’arc 
EHF ( 60), le point H sera sur la droite AB , 
et AH sera la somme dÿs deux distances AB , 
CD. 

Démonstration. Les triangles EBH, FBH 
ayant les côtés respectivement égaux, ainsi 
que EBA, FBA, l’angle EBH sera égal à 
l’angle FBH, et L’angle EBA égal’ à l’angle 
FBA. Donc 

EBH 4- EBA == FBH + FBA. 

Mais la somme de ces quatre angles vaut 
quatre angles droits (rS, liv. i) : donc 1^^ 
moitié (par exemple EBH -f“ EBA) vaudra 
deux angles droits; d’où l’on voit que la ligne 
HBA sera droite (i4> Uv..i). De plus, BH=CD; 

>■ ■ If*;. 
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donc 

AH = AB + CD. 

PROBLÈME. 

' 74. Placer ^ur AB (6g. aS), de B vers A, 
la distance CD plus grande que AB. 

, < 

Solution. Du centre B et du rayon CD , soit 
décrit un arc indéüni LM N, ou un cercle en- 
tier ; du centre A, et d’un rayon arbitraire, 
soit décrit un arc qui. coupe le premier aux 
points L et N ; qu’on divise l’arc L N en deux 
parties égales au point M (60) , la ligne BM 
aéra la ligne CD placée où on voulait qu’elle 
4e fût. 

Démonstration. Comme on a l’angle LM A 

=^NMA=^ -LMN, et aussi LlVfBr=NMB 
■ 2 

== ^ LMN, on trouvera , par le moyen des 

démonstrations des deux problèmes précédens, 
.que l’angle LMA—LMD : d’où l’on voit que 
droite ; , de plus,rellje est égale à ÇD : 
donc, etQ., , 1 ' 

Si Isrc dpcrit du centre A 
•«ùupait.'à trçp. v aigus l’^rc décrjt ,dn 

centre B , ce qui arrive quand la ligne AB est 
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trop petite ' par rapport à CD , il faudrait 
ajouter à B A la ligne égale AE en ligne 
droite , et couper avec un arc décrit du 
centre E en L et M l’arc LMN décrit du centre 
B J si alors les angles des deux arcs sont encore 
trop aigus, il faut tripler, quadrupler, etc. 
(65) , la ligne B A de B vers A , jusqu’à ce 
que le point qui la termine, pris pour centre 
du second arc, donne les angles d’intersec- 
tion en L et M plus approchans de l’angle 
droit.- On fera la même chose dans les cas 
semblables pour les n°‘ 72 et 73. 

PROBLÈME. 

76. Etant donnés deux points A et B 
(fig. 26) , trouver un point H tel que la droite 
B H soit perperuliculaire en ^ à la ligne AB, 
et égale à une ligne donnée CD. 

Solution. Du centre B , et avec la distance 
CD pour rayon , soit décrit un cercle FEHG; 
du centre A, et avec la distance AB pour rayon, 
soit décrit un arc qui coupe le cercle en P et E^ 
qu’on détermine la demi-circonférence FE G 
(64), et qu’on divi.^ en deux parties égales 
au point H l’arc GE (60), le point H sera le 
point cherché, ' 
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Démonstration. A cause de la similitude des 
triangles GE B, EBA (22), on aura l’angle 
GEBrssEBA : d’où l’on voit que GE est 
parallèle à B A (a8, liv. i ). Mais BH, qui 
divise l’angle GBE en deux parties égales » 
est perpendiculaire à la corde GE (9', ii, 
12, Uv. 1), et par conséquent aussi à B A (a 8, 
liv. i). Or, on a de plus BH = CD; donc H 
est le point cherché. 

Si la ligne AB était plus petite que CD, il 
faudrait doubler, tripler, etc. (64, 65). 

PROBLÈME. 

77. Étant donnés deux points A et B 
(fig. 27) , trouver un point D, tel que DA soit 
perpendiculaire à AB. 

Solution. Des centres A et B , et d’un rayon 
(AB, par exemple) pris arbitrairement, 
soient décrits deux arcs qui se coupent en C ; 
avec le même rayon, et du centre C, soit dé- 
«rite la demi-circonférence B AD (64), le 
point D sera le point cherché. 

Démonstration. L’angle DAB est inscrit 
et appuyé sur le diamètre : donc il est droit 
(3i , liv. 3). , 
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I 

PROBLÈME. 

78. Étant données les deux extrémités 
dune droite AB , et un point D pris hors de cette 
ligne J trouver (fîg. 28) un autre point E qui 
détermine la position de la droite DE perpendi- 
culaire à AB J et le point M où elle la coupe. 

Solution. Soitfaità AD=:AE, à BD = BE 
( 11 ), le point E sera le premier point cherché. 
Soit divisée la ligne DE en deux parties égales 
au point M, le point M sera le second point. 

Dénvonstration. Elle se trouve au n® 14. 

PROBLÈME. 

79. Trouver deux points dunç droite qui 
soit perpendiculaire au milieu de DE(fig. 28). 

Solution. Soit fait à un rayon quelconque 
pris arbitrairement = DA = EA; soit fait de 
l’autre côté au même rayon , ou à tout autre 
pris arbitrairement, = DB = EB , les points 
A et B seront les deux points cherchés. ^ 

Démonstration. Elle se trouve au n* 14. 
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PROBLÈME. 

80. Etant donnés deux points A ef B 
(iig. 29) dune ligne droite , et un point C pris 
hors de cette ligne, par lequel on veut mener 
ime parallèle à A B ^ trouver un autre point D 
qui en détermine la position. 

Solution. Soit fait à CA == BD (11) et 
à^BA = CD, le point D sera le point 
cherché. 

Démonstration. Dans les deux triangles CDB, 
CAB, qui ont les trois côtés égaux chacun à 
chacun, l’angle DCB est égal à l’angle CB A 
(8, liv. i) : donc CD est parallèle à AB (28, 
liv. \ ). 

PROBLÈME. 

•81 . Etant donnés (fîg. 3o) deux points A et 
B dune ligne droite , et un point C pris hors de 
cette ligne, porter à ce point C une distance CB ; 
de manière que la droite CE soit parallèle à A B, 
et égale à une ligne donnée MN. 

Solution. Ayadt trouvé un point D de la 
ligne parallèle qui passe par le point C (80), 
sur la' direction de la ligne CD , placez la droite 
MN, en la soustrayant , si elle est plus petite 
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(72), OU en l’ajoutant de l’autre côté (73), 
ou en la plaçant sur CD de C vers D, si elle 
est plus grande ( 74) , suivagt que L’exigeront 
les conditions du problème. ^ < 

Cette solution n’a pas besoin de démonstra^ 
tion. 

PROBLÈME. 

82. J^érijier (fig. 3i ) si les- points A, B,C 
sont en ligne droite. 

Solution. Des centres A et C , et d’un rayon 
(AC, par exemple) pris arbitrairement, soient 
décrits deux arcs qui se coupent en D et E ; puis 
<ju’on observe si DB=EB : si cela est, les trois 
points A, B, C sont en ligne droite ; sinon, ils 
n’y sont pasl 

Démonstration. Si l’on a encore DB=EB, 
on aura l’angle DAB = EAB =ï ~ DAE 

(8,ôy. »), carlesdeuxtrianglesDAB, ABEont 
les côtés égaux chacun à chacun. Mais, par la 
tnéme raison , dans les triangles DAC et EAC , 
les angles DAC, EAC sont égaux , et par con- 
séquent chacun d’eux est égal à la moitié de 
Vangie DAE ; donc on aura DAB = DAC; 
d’où Ton , voit que les trois points ABC sont 
en lig ne droite. . 
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Mais si la ligne DB est plus grande ou plus 
petite que E B , l’angle DAB sera ou plus grand 
ou plus petit que l’angle EAB (a5 , üv. ») ; il 
ne pourra donc pas être égal à l’angle DAC, 
puisqu’il ne saurait être égal à la moitié de 
l’angle DAE : donc les trois points A, B, G ne 
pourront être en ligne droite. ■ • 

• ^ PROBLÈME. 

83. Étant donnés trois points A^ B^ D 
(lig. Sa) , vérifier si la ligne DA. est perpendi- 
culaire à AB. 

Solution. Soit doublée la ligne AB en BE 
(64) par le moyen du demi-cercle BPQE; ^ 
qu’on observe si l’on a D B = DE : si cela est, 
l’angle DAB est droit ; autrement il ne l’est pas. 

Démonstration. La droite BAE étant le dia- 
mètre du cercle, fera avec DA deux angles 
dont la somme vaudra deux angles droits 
(i 3, Z/V.i). Déplus, dans les deux triangles DAE, 
DAB, qui ont les côtés AE, AB égaux et le 
côté AD commun , quand ou aura le côté DE 
égal au côté DB, l’angle DAE sera aussi égal 
à l’angle DAB (8, liv. i), et pr conséquent 
ils seront tous deux droits. Mais quand DE 
sera plus grande ou plus petite que DB, l’angle 
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DAE sera aussi plus grand ou plus petit que 
DAB : donc Tuii sera aigu et l’autre obtus 
(a5, Uv. i). 

PROBLÈME. 

84. irifier si la droite qui passe par deux 
points donnés F (fig. 53)^ est perpendiculaire 
à celle qui passe par deux autres points dorinés 
A, B. 

Solution. Trouvez , par le moyen du point 
* D, la droite DE perpendiculaire à AB (78), 
et voyez si les trois points DEF sont en ligne 
droite ( 82) : s’ils y sont , la ligne DF est per- 
pendiculaire à AB ; sinon, elle ne l’est pas. 

Démonstration. En effet , D E est perpen- 
diculaire par construction ; si D F l’est aussi , 
ce sera la même droite , puisque d’un point 
D à une droite AB on ne peut mener deux 
perpendiculaires (^corroU. prop. 3a, liv. i). 

P ROBLÈME. 

85. Étant donnés (bg. 34) deux points h., B 
dune droite, et deux points G, D dune autre, 
vérifier si ces deux lignes sont parallèles. 

Solution. Soit fait à AD=AE, à BD = BE 
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(11), et de même à AC = AF et à BC = BF; 
on observera si DE = CF; dans ce cas , les 
deux lignes seront parallèles ; sinon , elles con- 
vergeront du côté de là plus petite. 

Démonstration. Les lignes DE, CF sont per- 
pendiculaires à AB, et sont coupées par 
moitié aux deux points M et N (14) : donc 
elles sont respectivement doubles des distances 
DN , CN des points D et C de la droite AB : 
donc , quand ces lignes seront égales , les dis- 
tances le seront aussi , et par conséquent les » 
ligne%AB, DC seront parallèles; autrement 
elles convergeront. 



> 
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DES DISTANCES PROPORTIOBNEILES. 



PROBLEME. 



86. Trouver une troisième proportionnelle à 
deux distances MN (fig.- 35 ) ^ dont la 
première Q/9 est plus grande que- la, seconde 

MN. • 

Solution. Du centre Q et d’un rayon 
soit décrit un arc indéfini du centre p 

et d’ün rayon MN soit décrite la d^mi-circon- 
férenee BAS; la ligne AS sera la troi^ème 
proportionnelle demandée. 

Démonstration. Par le lemme du n* 22 > on 
aura ' ‘ ' . • > 

V .AS_.^'^( Ap,)î;, ,i ■ 

donc , . s ï ; 

. ÀS.pQ.=?(MN)V,, -, 

donc (17, Uv. o) 

pQ : MN :: MN : AS. 
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PROBLÈME. 

87- Trouver une troisième proportionnelle 
à deux distances MN (fig. 36), dont la 
première est plus petite que la seconde , mais 
pourtant plus grande que la moitié de cette 
Ugne. 

I 

Observation. Nous serons assurés que la 
ligne Q /7 est plus grande que la moitié de 
MN , si les deux cercles décrits des centres 
Q et p, qui sont les extrémités de la première 
distance, et des rayons Qp et MN,. qui sont 
les deux distances données, se coupent comme 
dans la figure. 

Solution. C’est la même que la précédente, 
appliquée à la fig. 36. 

Démonstration. Elle est la même que la 
précédente. 

88 . Si le cercle pb(^ {fië' ^ 7 ), décrit du 
centre Q et du rayon Qp n’ayait aucun point 
d’intersection avec le cercle décrit du centre p 
et du rayon MN , comme dans la figure 37 , 
on se servirait du problème suivant. 



I 

1 

1 
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PROBLÈME. 

89. Trouver (fig. Sy) une troisième propor- 
tionnelle à deux distances Qp^ MN, dont la 
première est plus petite que la moitié de la se- 
conde. 

Solution. Du centre p et du rayon MN soit 
décrit un arc indéfini BAS; du centre Q et 
du rayon Q/i soit décrite la demi-Kiirconfé- 
rence p b ( 64) ; du centre Q' et du rayon 
Q'/) soit décrit un arc indéfini } si cet arc coupe 
l’arc BAS en deux points B et A , qu’on dé- 
termine la demi-circonférence BAS' (64), et 
qu’on ajoute en ligne droite a AS' (64) une 
droite égale S'S, la ligne A S sera la troisième 
proportionnelle cherchée. 

Démonstration. On a (22) • ' 

AS'.pQ':^'(A/i)* = (MN)*. ^ ‘ 

’ I . r; . » 

Mais /iQ' = apQ; donc ' 

,’aAS'.;>Q' = (MN)‘; ■ 

> ! ; 

ou bien AS.^Q = (MN)*, d’où (iy, Uv. i) ; 
pQ : MN :: MN : AS. ‘ 

90‘ Si cependant l’arc pcQ" {fig. 38) décrit 

7 
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du centre Q' et du rayon Q'p coupait l’arc BAS 
décrit du centre p et dtï rayofi MN , déterminez 
la deini-circonférence ^CQ*, et^.décrive^ du 
.centre Q* et du rayon Q"p un arç inde'Uni 
cpupe l’arq B A aux, deux poipts A^et B , dé- 
terminez la demi-circonférence BAS' (64)^^^ 
druplez AS' (65), et faites AS = 4AS'. Cette 
ligner. iéra< la troisième proportiônjoella ,’cher- 
chéé.' !! > :* ; ! • ; : ■ i: ;i:i ln->-iî' 

■'•1 Démonstration. En effet a (22) 



jr 



r. . /> f ; I : I . - ' ^ i;|) ,ij ' ! i!u,-. («O 

- ’4AS'.pQÎ=(MN)»^=iAS./#Q;n rsi;'! 



• îVi l',~ 



il >ni::m. 



,4’où (ty, liy. 6) , 

' 'pQ î MN î'AS;--;'’ 

91. On procéderait de« la \waé^ip> ^aptère, 
quand même la distance Q'p serait plus grande 
que la moitié de MN ;'cW-â-(liie on 'prendrait 
une distance double daioèttpi Jigne^ eï hpiiiiiMs 
plus grande que et l’on octpplerait la ligne 
AS' que l’on vient 3e déterminer. Cette dis- 
tarice oétvqdé de’ A5' serait làitroïsièœai'fWO' ^ 



portionnelle çherchée,^ et jiinsi de suite. 

La démonstration est la même que celle qui 
'pf^èdév' '■ '• ■ i< ()(► 



Digitized by Google 




LtVUE CIMQVIÈtte. gg 

' •92. ' Dans le 'cas encorë où la piteinière dis- 
tance iQp serait un peu plus grande que la 
knoilié de la seconde MN, il faudrait donbler 
celte distance , afin que les intersections des 
deux cercles se fassent à angles moins aigiis et 
plus approchans de l’angle droit (9). 

PROBLÈME. 

93. Trouver une quatrième proportionnelle 
à trois distances PQ, RS, TV (fig. 3a). 

SbhUÜolii D’nn tnéùK centre 0, et avec les 
deux premières distancés PQ et RS > prises pour 
rayon , décrivez les deux cercles B C , DE; d’un 
fàyüû égal à la troisièmè distance TV, ét d’un 
j^int qüelconqüe B de la première cifConfé- 
fenfeè j dérivez iifa anc dé certlè qüi fa coupe 
en Ë; du même point B, êt’avëc ün rayon ar- 
bitraire , décrivez un arc de cerdié qui coupe la 
seconde circOnférfenfce en D ; du même rayon 
BD et du centre G Cbüpez la niême circonfé- 
rence en E; joi^ei les deux points par là 
droite DE; elle sera la quatrième proportion- 
nelle cherchée. ‘ 

■ Démonstration. Leà triangles COE, BÔD, 
ayant les côtés égaux éntte eux, on aura l’angle 

7” 
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COE = BOD (8, liv. i); retranchant Tangle* 
commun BOE (ou l’ajoutant), on aura €QB 
= EOD; donc OCB-f OBC = OED-f-ODE 
(5a, liv. i). Mais les deux triangles COB, EOD 
sont isoscèles : donc les demi-sommes , c’est-à- 
dire les angles à la base , sont égaux ; donc ces 
deux triangles sont semblables , et l’on a 

CO : DO :: CB : DE, 

ou bien 

PQ : RS :: TV : DE. 

94. Observation /". Il conviendra de pren- 

dre le rayon arbitraire BD , tel <jue l’angle BD O 
soit à peu près droit (9) , ce qui peut se faire 
à vue d’œil. i 

95. Observation IJ. Si la troisième distance 
TV ne peut pas être placée comme corde, sur 
BC, ce qui arrivera lorsque TV sera plus grande 
que deux fois la ligne PQ, il faudra. doubler 
les deux distances PQ, RS (64), et avecjces 
deux distances ainsi doublées , décrire les deux 
cercles BC, DE, et acheyer la construction 
comme ci-dessus (93). Si cela ne suffisait pas, 
on les triplerait, etc. , quand même T V pour- 
rait s’appliquer comme corde au premier çerçle; 
si elle est presque égale au diamètre ,,dp. ce 
cercle , il faudra doubler ou tripler oes dis- 
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tances piour éviter les sections à angles aigus , 
et en obtenir d’autres plus approchantes de 
l’angle droit. 

La démonstration est fondée sur la propor- 
tion suivante : 

PQ : RS :: aPQ : aRS :: 5PQ ; 3RS :: etc. 

Donc , lorsqu’on aura fait 

BC : DE :: aPQ : aRS :: 3PQ : 3RS :: etc., 

ce qui suit de la construction,' on ‘aura aussi 

PQ ; RS ::-BC : DE; , 

ou 

PQ : RS :: TV : DE ( 4 , Uv. 5). 

PROBLÈME. 

I 



^ 96. Diviser la droite MN en P, en parties 
proportionnelles à deux distances données P Q^\ 
RS. 

... ■ * . ' ^ 

Solution. Portez sur le prolongement dci 
PQ, la. droite QV RS (75) ; cherchez, une' 
quatrième proportionnelle aux trois droites 
PV, MN, PQ (95); portez-la sur la ligne 
MN en MP , en soustrayant de MN (72); 
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le point P OÙ elle tombera sera le point 
dierché. ' 

Démonstration. On a par construction 

PV : MN :: PQ ; MP; 

on aura donc aussi (5 , liv. 5) 

d’où XI. 

PQ: MP :: QV :PN; 

ou bien 

PQ: QV :: MP :PN; 
et en mettant pour Q V sa valeur , 

PQ : RS ;; MP : PN. ' 



PROBLÈME. 

,‘ 97. Diviser la droite AB (fig. 4*) en 
TüûJreTme • et extrême raison. . ' 

Solution. Du centre A et du rayon AB, dé- 
crivez le cercle BDrf; soit fait dans sa circon- 
férence à AB E=x BC = CD = DE = Erf; faites 

à BD =ï= Bæ = En; faites à Aa=i Ei = 

— • » 

la droite AB sera divisée en moyenne et extrême 
rai^n au'point b , et l’on aura‘ 



Digilized bv Googl 



r, hiiva.fi i .1 



»o5 



JB A l A. b A.'b'; b"B. 



1.0 



.:u*;o 



or» 



J)iÿ»»mirati9n. Voyez le 46i >' , : i 

, 9&. , Çe dernier problème est encore un de 
ceux que l’on re'sout au moyen du compas seul, 
plus simplement qu’avec la règle pt le compas 
réunis. On peut Vén convaincre en compa- 
rant cette splutioi) ayec celles dprmées dans les 
traités ordinaires de Géométrie. Cependant la 
démonstration en est plus compliquée. 



PROBLÈME. 



99. Trouver une moyenne proportionnelle 
entre les distances données AB ei CD (fig. 42 ). 

Solution. Sur la droite AB, portez CD de 
B en H (75) j divisez AH en deux parties 
égales au point F (66) ; prolongez la ligne 
BF de la partie égale 'Rf (64)j des points 
F ety pris pour centre , et avec un rayon égal 
à AF , décrivez deux cercles qui se coupent 
au point M, BM sera la moyenne proportion- 
nelle demandée. 

Démonstration. Les points y, B , F étant sur 
la même droite HA, et les triangles MBy, 
MB F ayant les côtéfe respectivement égaux, 
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OU aura l’augle MBF=MBy' (8, Uv. i), et 
par conséquent chacun de ces angles sera droit 
(i3, Uv. i) ; donc MB sera perpendiculaire sur 
le diamètre du demi-cercle HMA. De là on a 
(i5, Uv. 6) 

AB : BM BM : BH, 

ou bien 

AB : BM :: BM : CD, 
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DES RACINES. 

PROBLÈME. 

100. Trouver facilement les racines des 
nombres entiers j depuis un jusqu’à dix, en 
prenant pour unité la distance AB (fig. 43). 

Solution. Du rayon AB, décrivez le cercle 
BDd} faites à AB= BC= CD=DE=Ek/=dc ; 
des points B et E pris pour centre , et du rayon 
BD, décrivez les arcs de cercle qui se coupent 
en a et a; du même rayon BD et des centres 
D et<^, décrivez des arcs de cercles qui se 
coupent au point V. Du rayon Afl , et du 
centre B, coupez la circonférence au point F ; 
des centres R et F et du rayon A B , décrivez 
deux arcs de cercle qui se coupent au point T; 
on aura 



AB 


\éi 


flV = 


t/6 


Aa = 


V/a 


cv = 


1/7 


BD = 


1/3 


aet = 


1/8 


BE = 


1/4 


BV = 


1/9 


ET =5 


V/5 


TV = 


V^io. 
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Démonstration. On a prouvé (27) que (Aa)* 
= 2 ; donc Aa= \/ 3 , On sait aussi (2) que 
BD = i/5 ; on a ensuite BE = 2 = \Z4* 

Les triangle? BT A» TAF, 0 jaut les cotés 
égaux entre eux , on aura l’angle BTA = TAF 
( 8 , liv. i), et par cooséqu«snt BT parallèle à 
FA ( 28 , Uv. i) : donc (BT sera perpendi- 
culaire sur BA, de même que FA (27) 
(27 , liv. 1 ) : de plus , les points A et E étant à 
la même distance des points D etc?, ainsi que 
les points B et V, les quatre points B, A, E, V 
seront dans la même droite (15), et l’on aura 
EV = BA ( 14). On aura donc ' * . 

(ET)* = (TB)* + (BE)*(47., ' 

= (AB)*4-4(AB)*î^5j 

d’où ■ . 

ET=t/5. 

a ^ I *■=•!»* 

üe meme 

(aV)* = (Aa)*4-(AV)*r 
et comme EV=;BA, pnaura , 1; >„ab 
AB = BE = 2 AB; ■ 

d’où 

(ay)*=4(ab;)‘= 4: ' y 

On a de plus (A«)* = 2 ( 27) î donc^aV)* = 6 , 
et a V SS t/ 6 . Comparant ensuite les points 
C , B , c , A , V avec les points A , p , B, P , Q 
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d« la fignre 5 , et substituant dans l’equation 

(AQ)- = (A/.)-+fQ.PQ (18); 
on aura 

(CV)*=(CB)*4-BV.AV = i+3.3 = 7; 

d’on CV = \/'j } et comme Aa = Aa (14), 
on aura - • 

(<ïet )* sïs: 4(A« )• = 8 ; 

d’où aa, = \/8. On a ensuite 0 V = 3 == 

Enfin on a 

(T V)*=? (TB)?H- (BV)‘= I + 9 = lo ; 
donc 

TV= v/io. 

* »• . I t 

PROBLEME. 

1 01 . Par le nv>yen des racines trouvées 
dans le problème précédent , trouver (fig. 44), 
les autres racines des nombres entiers , depuis 
ip jusqu à 36. 

t 

Solution. Soit soustrait le nombre dont on 
veut avoir la racine du nombre Carré immé- 
diatement plus grand ] qui sera , ou i6, ou a5, 
ou 56; avec la racine du reste que Ton trou- 
vera (100), prise pour raÿon , et' dù'dentre A, 
soit décrite la demi-circonféi^ce QLR (64) ' 
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avec la racine du nombre carré immédiatement 
plus grand, prise pour rayon (on la trouvera 
par la méthode du n° 65 ), et des centres Q et R 
soient décrits deux arcs qui se coupent en P ; la 
ligne AP sera la racine cherchée. 

Par exemple , si l’on, veut la racine de ng , 
on aura 36 — 29 = 7 ; du rayon CV =• y/'j 
(100), après avoir décrit la demi-circonfé- 
rence QLR, soient, des centres Q et R, et d’un 
rayon =z 6 , tracés deux arcs qui se coupent 
en P, on aura AP = 4/29. 

Démonstration. L’angle PAQ étant droit 
( 85 ), on aura 

I 

(PQ)* = (AQ)--f-(AP)* (47, /iV. i); 
d’où 

(PQ)--(AQ)-==(AP)«. 

Maintenant supposant (PQ)*= 36 , et égalant 
successivement (AQ)* aux nombres entiers 
compris depuis i jusqu'à 10, (AP)* sera suc- 
cessivement égal aux carrés compris depuis 36 
j^squ’à 25 . Donc on aura successivement pour 
AP les racines de tous ces nombres. Mais la 
racine de 26 est 5 ( 65 ) : donc supposant (PQ)* 
= 25 , on aura de la même manière les racines 
depuis 25 jusqu’à 16; et faisant(PQ)*ss:,i6, on 
aura les; autres racines depuis 16 jusqu’à 10. 
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Dans l’exemple que nous avons pris, on 
aura ‘ ' 

(iPQ)--(AQ)-= 36-7 = (AP)* = a9; 
d’où 

AP = \/üg. 

PROBLÈME. 

'■ I 

1 02. Trouver les racines de tous les nôm-^ 
bres entiers. 

Solution. 11 est clair qu’en employant la 
même méthode (101), on peut, avec les ra- 
cines que l’on a déjà trouvées ,‘ avoir les au- 
tres racines des' nombres supérieurs , et avec 
celles-ci continuer ainsi à l’infini. Nous avons 
donc déjà le moyen d’obtenir les racines de 
tous 'les nombres entiers. ' “ ^ ‘ 

PROBLÈME. 

n . ' ; . 1: , 

103 . Trouver la racine dun nond}re fraC~‘ 

tionruiire quelconque. ■ , ■ 

; , t j’i , * 1 ' I ■ 1 . 

\>Solution. Trouvez la racine du dénottiina- 
teur (1 02) , puis celle du numérateur, et' faites 
cette proportion : > • 
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, La première, racine est à la seconde , coïnme 
l’unité est à une quatrième proportionnelle (93); 
ce quatrième terme sera la racine cberchée- 
Démonstration. Soit en effet d le dénomina- 
teur , et re le numérateur ; si l’on fait cette 
proportion : 

\/d: \/n 1 : à une 4” proportionnelle = 

Mais : donc, etc. 

PROBLÈME. 

• i ' ; 

. J > I • • ‘ ' â 

\ Trouver facilemçnt (fig. 4^) la moitié 
des nombres entiers, depuis jusqu’à a5. 

.t« , I . ■ I , . 1 . 

, Sohftion. Hu rayon AB = i , et du centqe^A, 
soit décrit le cercle BDrf, et dans sa circonr 
férence soit fait à AB = BG = CD = DE 
=^Ed. 

Du centre B et du rayon BD soit décrit 
un arc qui paç^ par les^ points, a , Ny_D, 

. .A 1 ■, . -A- 

Du même rayon et du centre E soit dé- 
ci'it un , arc qui passe par les points a, M, 
G , m , 01.1'' ( I' 

Du rayon An et du centre B soit |dëcrit 
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un arc qui passe par les points M F , Q , 
^ I - v if *1 ^ 

9, m. 

Du .tnêmé .rayoUj et du centre E< sùit dé- 
crit un arc qui passe par les points N, F, 
p,p, >t. ; î " i - 



Du rayon AB et du centre B soit décrit un 
arc qui passe par les points P et p. 

Du tpèipë r^oti et du centre £ sdit décrit 
un arc qui ^ passe par Q et ç. ^ 

Du itiêrhe fayoti et du cëntre P sôit décrit 
un arc^ qiii ‘passe par R , et coupe la circon- 
férence en S ; du centre p soit décrit un autre 
arc qui cQupe le premier énlV , ^ Itt Circon- 



férence en J. I . 

Du mêine rayon et d^ ^ centres " 0 et q 
soient, décrits deu.\,arc$ qui, se Coupent en T , 
et coupent la circonférence en 0 et o. 

Du riaêUie ràydn et dd cebtrè "a sôit dé- 
crit un arc .qui coupe la circonférence en g ; 
du centre R soit décrit un arè qui coupe la 
circonférence en L et l de? ceatrei iO et o 
soient décrits deux arcs qui se coupent en H ; 
(léfe'Centdeé'HM ët'T’Sôletlt déci^Hs deux arcs 



qdî'Sè ebupewt et‘> ;''ott'‘aura'"> * • 

— î . I) M > ’ • 1 * *t î J»‘ J » • i ' ‘ ‘ * ' * '• * ^ 

, t [ ’n i;!i 



‘1 



M i (• 



\ 






; 
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lia GÉOMÉTRIE 

RQ = 1 v/2 
RD = iv/5 
RP = 1/4 
RF = 1/5 
AM = 1 /6 

Q 9 == Î \/7 
Aa = 1 /8 

BR = 1/9 

BL=ï=l/i(> 

77S = l/ii . 

BD = 1/i2 
2 



U CdHRAS< 

EO = l^,4 
U = l/ï5 
BE = I /16 

Hrt = 1 /17 

HN= i/i 8 •: 
HD = 1/19 

dV s= 1 /21 ,/ , ... 
HS = 1/22 
Mm= 1 /25 ’ 

M« = 1 /24 ■ 
HE = 1 / 25» 



Démonstration ^ Si l’on compare les points 
E de cette figure avec les points 
A » B, P, Q de la fîg. 3 par le moyen de l’é- 
quation du n° 18, 

(AQ)- = (Ap)- 4 .(pQ.PQ), 
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on aura pour cette figure, 

(PE)* = (PB)‘ + BE.RE; 
ou 

(Aa)* = (AB)*+ aAB.RE; 

ou bien (27) 

2=1 + aRE ; 

d’où l’on tire RE = - AE : 

2 ’ 

et puiscpie le point R est sur la même droite 
BAE (13) J on aura aussi 

RA = i AE = -= ii/i. 

Le point T étant au milieu de AB, par la 
.même raison que le point R est au milieu de 
AE, ce qu’on a démontré , onauraAT=RE; 
d’où l’on voit, en comparant les points Q, T, 
E, R de cette fig. 45, avec les points A, q, 
B, Q, P de la fig. 3, le point A de la fig. 45 
sera le point p de la fig. 3. Donc de l’équation 
dun* i6, 

(AQ)‘ = (AP)‘ + (PQ)« + Pp.PQ, 
on tirera pour cette fig. 45 l’équation 

(QE)*=(RQ)‘-f-(RE)* + AR.RE; 

et substituant les valeurs numériques , 

8 
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■ = (RQ)* + j + ji 

d’où l’on tire 

(RQ)* = i.2, RQ=^t/2. 

Comparant les points D, A, d, E de la fig. 45, 
avec les points P, A, p, B de la fig. 3 , il res- 
tera démontré (14) que les deux droites AE, 
Drf, se coupent réciproquement en deux par- 
ties égales. Mais AE est coupée en deux par- 
ties égales au point R; donc De? l’est aussi. 
Mais Dc?= BD= \/'S (2); donc 

RD = - v/5. 

Qu’on se rappelle que DRrf est aussi perpen- 
diculaire à AE (^4). On a ensuite RP = i ; 

doncRP=^\/4* 

L’angle FAR étant droit (27), on a 

(RF)‘==(FA)‘ + (AR)'=i-1-J = |; 

donc 

RF = - t/5. 

I.a base BAE du triangle BME étant coupée 
au milieu par la droite AM , on aura (26) 

(BM)‘4-(EM)‘=2(AB)*-1-3(AM)‘; 
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c est- à-dire 

(Aa )• -}- (BD )•= 2( A.B)* -H 2 ( AM)* ; 
ou bien 

2 + 5 = 2 -|- 2 (AM)* ; 

d’où 

6= 4 (AM)*, v/ 6 = 2AM, AM = iv/6- 

De la comparaison que l’on vient de faire des 
points Q, T, çf, E, R, A de la fig. 45 avec les 
points A, g, B, Q, P,/> de la fig. 5 , il résulte 
(^ 3) qu’on a dans la fig. 45 , AQ=A^ =QR=Rj . 
On verra par les mêmes raisons que les droites 
AP, kp , PT, T P sont égales entre elles, et 
aux quatre lignes AQ,jVç, QR, R^. Donc les 
deux triangles isoscèles PTA, QAR ayant tous 
les côtés égaux entre eux , on aura l’angle P AT 
= QRÂ (8, liv. t); et comme la ligne TAR est 
droite , PA sera parallèle à QR (2g, liv. i) ; d’où 
l’on voit aussi que PQ est égale et parallèle à 
AR ( 35 , liv. i). 

Mais Qç est perpendiculaire à AR ( 14 ); donc 
elle l’est aussi à PQ (27, Uv. 1). Ensuite dans 
les triangles PAT, RA^, les deux angles PAT, 
Kkq seront égaux (8, liv. i), et la ligne TAR 
sera droite. Donc les deux angles PAT, PAR 
étant égaux à deux angles droits ( 1 3 , liv. i ) , 
les deux angles PAR, RA^ le seront aussi ; d’où 

8 .. 
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la ligne P Aÿ sera droite aussi ( 14 , Uv. i). Donc 

(Pg)* = ( 2 RQ)*s=(PQj*-j- (Qyj» 

c’est-à-dire 



d’où 

Puis on a 
d’où 



^ = 4 + (Qv)‘i 

| = (Qy)‘etQ9=i v/y. 



(A«)‘ = 2(27)=|; 

= ^ = 



On a aussi BR = - ^ - ^g. 

2 2 

Si l’on compare les points B, L, R, Z, A de 
la fîg. 45 avec les points Q, A, /), B, P de la 
fig. 5 de l’équation 

( AQ)« = (AP)‘ -f- (PQ)* + p^ . PQ (16) , 
on tirera pour la fig. 45 l’équation 

(BL)*«(LA)*4-(AB)« + AR.AB; 
ou bien 

W = ' + - + i = T* ■ 



d’où 



BL s= - ^^''lo. 

2 ^ 
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Les deux triangles PSA, PBA ont les an- 
gles respectivement égaux ; donc on a' l’angle 
SP A = P AB (8, ZiV. i); d’où les lignes PS, 
B A sont parallèles (a8, ZiV- i). Mais Pp coupe 
BR à angles droits (14); donc elle sera aussi 
perpendiculaire à PS (2.7, /tV. i). On démon- 

ti’éra ensuite que (Pp)* = | de la même ma- 
nière que l’on a démontré que (Qÿ)* = ^ ; d’où, 

à cause de (pS)* = (Pp)* -f- (PS)* (47, ZfV. i), 
on aura 

(pS)- = 2 + , = “ 



d’où 



4 ’ 



pS = ~ |/ii. 



On a ensuite 



. d’où 

On a aussi 



(BD)* =^3 (2)=^; 



BD: 






(HF)* = (HA)*+(AF)‘; . 

et en démontrant que QO est parallèle à B£ , 
de la même manière qu’on l’a fait' pour PS., 
les points 0 , P , Q , S seront dans la néme ' 
droite ; et 



» 



4 

i 



V 

\ 
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PO = QO — PQ= I — ^ = ^ = PQ. 

Donc OP étant égale et parallèle à TA et à 
TB, les lignes OT, PA seront aussi égales 
et parallèles, ainsi que les lignes OB, PT 
(55, liv. i). Mais on a démontré plus haut que PT 
= P A ; donc OT , OB seront aussi égales à ces 
lignes. Par la même raison , les lignes oT , 
oB de l’autre côté seront égales à ph. = P A. Si 
maintenant on compare les points O, o. A, T, 
B, H avec les points A , B, Q, P , p, ^ de la 
fig. 5, on tirera (14) 

HB = AT = -. 

r 2 

On aura donc 
d’où 

(HF)- = | + .=|, 

et ' 

HF = - i/i5. 

2 ' 

^Si l’on*compare les points £, O, H, o, A 
avec les points Q, A, p, B, P de la fig. 5 de 
1’éqfHation (AQ)* = (AP)*-f- (BQ)* + Bp-PQ 
(16)> on tirera pour la fig. 45, 
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(E0)*=(0A)* + (AE)*H-HA.AE 

d’où ' 

eo=-/i4* 

Ensuite si l’on compare les points A, R, 
L, Q, g, / de la fig. 45 avec les points A, B, 
Q, P, p, ç de la fig. 3, on a (45) pour la fig. 3 
l’équation 

(QM)* = (AQ)* — (AM)*; 
et multipliant par 4» 

4(QM)*=4(AQ)*-4(AM)*„ 

ou 

(Qî)' = 4(AQ)--(AB)‘. 



Oa tirera pour la fig. 4^ . ' 

(L l)* = 4(AL)* — 4(AR)‘ = 4 — 4 = j-î. 

d’où résulte 

L/ = -v/i5. 

a ^ 

On a ensuite 

BE = 2 = -.4 = -t/i6. 

#. . 2 ^ a 

A cause de l’angle droit aAH (27), on a 

H<.)- = (HA)- + (Aa)-=(0' + o = ^i 
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d’où N ' • 



Har=I i/iy. 



O \ 

Démontrant que (AN)* z= - de la même ma- 
nière qu’on l’a fait pour (AM)*, et aussi que 
(Ati)*=-; et parce que NR coupe par moitié 
la base A E du triangle ANE , on aura (2$) 

(AN)*-h(NE)* = 2(AR)*4-2(RN)*; 
c’est-à-dire 



et réduisant, on trouve 



(RN)* = ^ = (AN)*. 

be même on trouve (Rn)* = 

Si maintenant on compare les points H, N, 

R, n, A de la fîg. 45, avec les points Q , A, p , 

B, P de la fîg. 3, de l’équation (AQ)* = (AP)* • 
(PQ)*-f- Pp.PQ (j0) , on tirera pour la 
fîg. 45 l’équatiou 

(HN)*=(AN)* + (AH)*h-AR.A1!; 

c’est-à-dire 

(HN)*=5_. 9 . 3 __ ,r. 
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d’où résulte ' ' ' ’ 




La ligne DR étant perpendiculaire à AE, 
c’est-à-dire à HR, on aura 



(HD)*= (HR)‘+'(RD)« ( 47 , liv. i) 



d’où 

I 



= 44 .! — 29 . 



La base aAa du triangle aget étant coupée 
au milieu par la droite gA , on aura (26) 

_ ( «ê’ôt +.C* é' )* = 2 ( A a )• ■+. 2 ( Ag)* , 

(ûg)* 4- 1 = 4-+-2, 



ou 

et 



d’où 



(agy=.5c=^î 



ag = -^ V/ao. 



Les deux triangles'HTV, AED ayant les 
côtés égaux entre eux , l’angle VTH = DEA 
(8, liv. i), et les points H, T,'A, E étant sur 
la même droite, VT sera parallèle à sBn égalé 
(^9» ï) > VD est aussi parallèle «t 
égale à TE (35, Mv. i). Mais Dd est perpen- 
diculaire à BE, c’est-à-dire à TE> donc elle 
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l’est aussi à VD (27 , liv. i) ; d’où 

(tfV)' = (VD)* + (D^)* = (TE)* + (BD)* 

=(D‘+’-®=!+t=t' 

d’où 



dV = - ^2j. 



Ayant démontré PS égale et parallèle à AE, 
ainsi que ps par la même raison , SE sera aussi 
égale et parallèle à AP ( 33 , Z/V. 1) , de même 
que s E l’est à Ap. A cause de l’égalité et du 
parallélispie des trois droites PS, TR, pj, 
on prouvera de même l’égalité de RS, Rf 
aux lignes PT,'pT, toutes ‘deux déjà dé- 
montrées égales à AP = RQ. Comparant 
maintenant les points H, S, £, f, R de cette 
fig. 45, avec les points Q, A, p. B, P de la 
fîg. 3 , de l’équation 



(AQ)- = (Ap)*H-pQ.PQ (48), 

on tirera pour la fîg. 45 



(H S)* = (S E)»h- E H . R H =5 (R Q)* -t- E H . R H 
- ^ 
d’où 



2,5 22 



HS= - v/ai. 
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La base A£ du triangle AME étant^ divisée 
en deux parties égales par la droite MR, on 
aura ( 26) 

(AM)*H-(EM)* = 2(RA)*+2(RM)S" 
c’est-à-dire 

j+3=|+.:.(RM)-; 
d’ou il résuke après la réduction , 

(RM)*=:a = (BM)‘ = ^/n)‘,- 

♦ * 

de cette valeur on déduirait de la même ma- 

• t > V 

nière celle de (Rm)* ; d’où -■ i'\ 

BM==MR^Rmte=mB.. ■ ' 

* • * f . 1 ‘ ï ■ ; ’ R 

Si maintenant on compare les ^matre p^pts 
B, M, R, m de la fîg. 4^ avec les qùat^ 
points A, Q, B, ^ de la fig. op a ( 1 5) i 

(QM)‘ = (A-Q)*— (AM)*;' ■ f 

• S* 

et de là 

4(QM)- = 4(AQ)'-4tAM)-j 
c’est-à-dire , «, 

(Qî)-=4(AQ)--(AB)'. * . 

On aura pour la fig. 
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J 34 



(Mm)* 
> , 

d’où 



= 4(BM)* — (BR)* 

___ 3a 9 a3 

— T“4“T’ 





Les triangles BME, BnE ayant les côtés 
égaux entre eux , et ayant tous deux la base 
commune BE divisée en deux ^ parties égale? 
p.ar les lignes AM, An de l’équation (26), il 
résultera la njême valeur pour AM, An. Donc 
les triangles B AM, Ean ayant les côtés égaux 
■entre eux, on aura l’angle B AM = EA« 
(8, ùV. i); d’où, à cause de la droite BAE, la 
somme des angles MAfi» MAE , étant égale 
à deux droits (i3, liv. i ) , et substituant à 
l’aille MAB son égal EAre ) la somme des 
deux angles MA£> EA*j vaudra deux angles 
droits; d’ôù les deux ^gnes MA, An seront 
^ne seule J^ne droite '( 14 , ÙV» i). On aura 
donc ■» 

(M»)- = 4 (AM)- = ^î 

Joù 

MN =- v/ 24 . 

Enfin, 

HE=-*b-V25. 

P 2 ” 
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i 05. Comme on a ^ [/n = ^ , par exem- 

ple, ^ v/7 = V/|. etc., on aura facilement. 



au moyen de ce problème , les racines de tous 
les quarts , depuis i jusqu a a5 ; ce dont on 
fera usage , comme nous le verrons , dans la 
construction des figures semblables. 

106. Si l’on avait pris le rayon AB = 2, 
on aurait eu toutes ces distances doubles de 
valeur ; d’où nous aurions eu les racines en- 
tières des nombres depuis' i jusqu’à a5. On 
pourrait donc facilement doubler l’une quel- 
conque de ces moitiés de racines pour avoir 
la racine entière (64). 

107. La facilité de cette construction qu’on 
exécute avec les trois seules ouvertures déjà 
■observées (35), savoir : 



, la première = ^/ 1 , 

la troisième = v^2 , 
la seconde = v/3, 

avec lesquelles on a déjà divisé le cercle en 
24 parties égales , et trouvé ensuite les 25 
racines successives des premiers nombres, fait 
voir l’excellence de la Géométrie du compas , 
et combien elle peut contribuer à la perfec- 
tion des arts. 
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1 08. On a eu soin , dans la construction 
pre'cédenle, d’employer le plus qu’il a été pos- 
sible le premier compas dont l’ouverture = i, 
qui a décrit la circonférence B De?, et qui cou- 
feervant l’ouverture fondamentale , mérite plus 
de confiance que les autres. C’est aussi pour- 
quoi on n’a voulu employer que les trois pre- 
miers compas les plus remarquables (107); 
ce qui a fait que quelques-unes des sections des 
arcs se sont faites à angles un peu aigus, comme 
celles des points S, i', O, o, et surtout celles 
des points L et l. Si l’on voulait avoir tous les 
angles d’intersection plus approchans de l’angle 
droit, on pourrait employer la construction 
suivante. 

» 

Autre construction de la figure 45. 

109. Après avoir trouvé les points M et w, 
comme dans la solution (1 04) , du rayon B D 
et des centres M et m soient décrits deux arcs 
qui se coupent en H. 

Du rayon AB et du centre H soit décrit 
un arc qui coupe la circonférence en O et o ; 
du même rayon soient déterminées les demi- 
circonférences 0E.y , O ES (64) ; du rayon BE 
et du centre H soit décrit un arc qui coupe la 
circonférence en L et l. 
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Tous les autres points de la fig. se trouve- 
ront comme au n° 1 04. 

Démonstration. Nous démontrerons que les 
points que l’on trouve avec cette construc- 
tion , sont les mêmes que ceux trouvés par 
la première. 

Après avoir démontré (104) que BM=MR 
= R7» = mB, et que les trois points B, A, R 
sont dans la même droite , ayant de plus par 
construction MH = ME = mH = mE, H sera 
sur la même droite BAR (13), et l’on aura 
H B = RE ( 1 4) : donc le point H sera le même 
que dans l’autre construction. Ensuite les lignes 
HO, Ho étant égales dans les deux construc- 
tions , les points 0 et 0 seront aussi les mêmes. 
Si l’on soustrait l’arc ojE des deux demi-cir- 
conférences BjE, oES , les arcs restans Bo, 
ES seront égaux; d’où i 

ES=:Bo = BO = AQ = RQ; 

d’où aussi le point S sera le même que dans 
la première construction; le point s le sera 
également; puis la base H TR du triangle 
HL R étant divisée par LT en deux parties 
égales, on aura (26) 

(HL)*-f-(LR)‘ = 2(HT)‘-l-2(TL)*; 
c’est-à-dire 
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44-(LR)* = 2 + 2(TL)*; 

OU bien 

2 + (LR)*=2(TL)*. 

Mais encore la base TR du triangle TLR e'tant 
divisée par moitié au point A par la droite LA, 
on aura (26) 

(TL)* + (LR)*= 2(TA)* + 2(AL)‘; 
et doublant, 

2(TL)*-f-2(LR)*=:4(TA)- + 4(AL)- 
= I +4 = 5; 

d’où soustrayant 2 (LR)’ , on a 

2(TL)* = 5 — 2(LR)V 

-Mais on a trouvé ci-dessus • ' 

2(TL)‘ = 2-h(LR)‘; ' • 

donc ' 

5 — 2(LR}* = 2 + (LR)‘. 

Soustrayant 2 , et ajoutant 2 (LR)*, on a 

5 = 3(LR)S- 

d’où 

i=(LR)* = (AB)‘. 

Donc on aura LR = AB comme dans la pre- 
mière construction. On prouvera la même 
chose pour RZ ; les autres points sont déter^ 
minés comme dans la construction précédente : 
donc tous les points de la figure sont les mêmes 
que dans cette construction. 
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DE L’INTERSECTION DES LIGNES DROITES AVEC 
LES ARCS DE CERCLE ET ENTRE ELLES. 

PROBLÈME. 

110. Étant donnés deux points L M cT une 
droite (fig. 46 ), et le centre A avec le rayon 
dun arc BCD ^ trouver les deux points P ei Q 
auxquels la ligne LM coupe ledit arc y si toutes 
fois elle le coupe. 

Solution. Des points L et M donnés sur la 
droite, pris pour centres, et avec leurs distances 
respectives MA, LA du centre donné, prises 
pour rayons, soient décrits deux arcs qui se 
coupent en V ; du centre V et du rayon donné 
AB soit décrit un arc indéfini EFG : si cet arc 
coupe l’arc donné en P et Q , ces deux points 
seront les points cherchés; s’il ne le coupait pas, 
la droite LM n’en couperait pas moins l’arc 
donné. 

Démonstration. Les quatre distances AP, 
AQ , VP, VQ étant égales entre elles , et les 
deux autres AM, VM aussi égales entre elles, 

9 



Digilized by Google 




l3o GÉOMÉTRIE DU COMPAS. 

les trois points P, M, Q seront dans la même 
droite (1 5). On démontre de la même manière 
que les trois points Q, P, L sont dans la même 
ligne droite : donc la droite LM passe par les 
points P et Q, quand ces points d’intersection 
s’y trouvent. 

Si le cercle EF G {Jig. 4? ) > décrit du centre 
V et du rayon AB, ne coupait pas le cercle 
BCD, LM ne couperait pas ce même cercle. 
En effet , si l’on conçoit la droite V A qui coupe 
les cercles en C et F, CF étant divisée par 
moitié en m, on aura Ym — mA. Donc LM 
coupera perpendiculairement VA en /n (14) 
hors du cercle BCD ; si l’on prend un autre 
point quelconque P sur la droite LM , dans le 
triangle rectangle PmA , on aura le côté PA 
plus grand que mA, parce qu’il est opposé à 
un plus grand angle (5a et i8, liv. i). Donc le 
point P sera beaucoup plus hors du cercle que 
le point m : donc la droite L M ne coupera dans 
aucun point le cercle BCD. 
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PROBLÈME. 

Etant donné (fig. 48) BCD 

décrit du centre A , tixmver les deux points 
où la circonférence est coupée par la droite 
qui passe par A et par un autre point donné L. 

Solution. Du centre L et d’un rayon arbi- 
traire LP soit décrit un arc qui coupe l’arc 
BCD en P et en Q; soit partagé l’arc PQ en 
deux parties égales au point m ( 60) ; soit 
déterminée la demi-circonférence mDn (64) : 
les points m et n seront les deux points 
cherchés. 

Démonstration. Les trois points A, m et L 
étant à la même distance des points P et Q , 
seront dans la même ligne droite (13). Mais 
la droite mA contient aussi le point n, 
extrémité du diamètre mn ( i5, liv. 4): 
donc, etc. 



9 - 
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PROBLÈME. 

112. Étant donnés deux points A., B 
d’une droite (fig. 49 et 5o), et deux points 
C J D d’une autre droite , trouver le point S où 
elles se coupent. 

Solution. De deux points d’une des deux 
droites, par exemple, des points A et B pris 
pour centres, et avec les distances respectives 
AC, AD de ces points , et BC, BD des deux 
points C, D de l’autre droite , prises pour 
rayons , soient décrits quatre arcs , dont deux 
se coupent aux points C et c, et les deux autres 
aux points D et d. 

Soit trouvé le quatrième point cT du parallé- 
logramme CDc?éT, en faisantà Dcf=CeT, et 

àDC = rf«r(11). 

Soit trouvée la quatrième proportionnelle 
aux trois lignes ci' , CD, Ce. 

Avec cette distance prise pour rayon et des 
centres C et c soient décrits deux arcs qui se 
coupent en S J le point S sera celui de l’inter- 
section des deux droites AB , CD. 

Démonstration. Les droites AB, Ce seront 
perpendiculaires l’une à l’autre (15, 14) , ainsi 
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que AS , C c : donc le point S sera dans la même 
ligne AB ; puis AB ou AS e'tant aussi perpen- 
diculaire à Hd (13, 14), la même ligne Dt/ 
sera parallèle à Ce liv. i). Mais à cause 
des côte's égaux entre eux dans les deux trian- 
gles f/C«T , rfCD, on a les angles dQ.S' , GrfD 
égaux (8, liv. i) j donc les deux lignes , 

Hd sont aussi parallèles (28, liv. i); donc lès 
pointse, C , J' sont dans la même droite. Main- 
tenant, à cause des deux côtés égaux dans les 
deux triangles CBA, cBA, les angles CBA, 
cBA seront égaux (8, liv. i); par la même 
raison, on trouvera les angles AB D, A B^ égaux 
dans les triangles ABD, A.Bd; donc, dans la 
fig. 49, l’angle cBd, qui est la somme des deux 
angles cBA, A.Bd , sera égal à l’angle CBD , 
somme des deux angles CBA ,. ABD. Dans la 
fig. 5o, l’angle cBd, qui est la différence des 
deux angles A.Bd, cBA, sera aussi égal à l’angle 
CBD, qui est la différence des deux angles 
ABD, CBA ; donc pour les deux figures dans 
les triangles cBd, CBD , qui ont deux côtés 
et l’angle compris égaux, le troisième côté cd 
sera égal au troisième côté CD (4, Uv. i). Mais ‘ 
CDsTTf/iT J donc le triangle cdS' est isoscèle; 
de plus, le triangle cCS étant aussi isoscèle, 
on a la proportion 
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cS : CD OU :: Ce : CS; ’ 
d’où vient encore 

ceT : cd :: cC : cS. 

Donc les deux triangles cCS ont les an- 
gles égaux entre eux (5, liv, 6); d’où l’angle 
cS~d étant égal à l’angle cCS, CS sera paral- 
lèle k y liv. i). Or CD est aussi paral- 

lèle à Sd; donc le point S sera sur cette ligne ; 
donc, etc. 



Digilized by Google 




LIVRE HUITIÈME. 



DE LA CONSTRUCTION , DE LA MULTIPLICATION 
ET DE LA DIVISION DES ANGLES , ET DES 
LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES. 



H5. Observation. Quand nous dirons r 
construire un angle abc(fig. 5i) avec le compas, 
nous entendrons trouver avec le compas trois 
points 2 i, b, cy ou, un de ces points étant donnés, 
trouver les autres , de manière qu'en tirant en- 
suite par deux de ces points a ^ b une droite , et 
par un de ces deux points h et le troisième c 
une autre droite , on ait un angle abc aussi 
grand qu'on veut. Quoique l’angle ahc ne soit 
pas réellement construit , les droites ab , bc 
n’étant pas encore tirées , ce qui ne peut se faire 
avec le compas seulement , néanmoins nous 
adopterons la première phrase , en y attachant 
le sens dont nous sommes convenus. 
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PROBLÈME. 

114. Étant donné un angle Â B C ou moyen 
des trois points A ^ C ^ deux autres points 
b et a J trouver un point c tel que P angle abc soit 
égal à ABC. 



Solution. Cherchez (95) une quatrième pro- 
portionnelle aux trois distances AB, «6,BC; 
avec cette ligne prise pour rayon, et du centre 
b , décrivez un arc qui passe par le point c ; 
cherchez de même une quatrième proportion- 
nelle aux trois distances AB, ab , AC , et avec 
cette ligne prise pour rayon , du point a pris 
pour centre , décrivez un autre arc qui coupe 
le premier en c ; on aura l’angle abc^ ABC. 

Démonstration. Puisque les deux ti'iangles 
ABC, abc ont leurs côtés proportionnels, les 
angles opposés aux côtés proportionnels seront 
égaux (5, liv. 6). 

115. La solution du problème précédent 
(114) servira donc aussi à résoudre le problème 
suivant : Étant donnés trois points A, B, C 
( Jig. 5i ) qui forment les sommets des trois an- 
gles dun triangle , et deux autres a eth, et qui 
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soient les sommets de deux angles tfiai autre 
triangle, trouver un troisième point c , de mof 
nière que le triangle abc soit semblable au 
triangle ABC. 



PROBLÈME. 



H 6- Doubler, tripler, quadrupler, etc. , un 
angle donné B A C (1 1 3). 

Solution. Du centre A {Jig. 5a) et avec les 
côtés AB, AC, pris pour rayons, décrivez 
deux arcs indéfinis BDF, CE j faites à CB î= CD, 
l’angle BAD sera double de BAC; faites à CD 
= DE, l’angle B AE sera triple de B AC; faites 
à DE = EF, l’angle B AF sera quadruple de 
BAC, etc. 

Pour quadrupler l’angle proposé , on pour- 
rait encore faire à BD = DF. 

Démonstration. Les triangles BAC, CAD,. 
DAE, EAF ayant leurs côtés respectivement 
égaux, les angles BAC, CAD, DAE, EAF, etc. 
(8, liv. i), seront égaux ; donc, etc. D’où l’angle 
BAD étant égal à DAF, on aura aussi BD 
= DF (4, liv. i). 
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PROBLÈME. 

117. Reconnaître si l’angle BAG^ donné 
au moyen des trois points B ^ S. , G ^ est égal à 
la moitié d!un angle droit. 

Solution. Du rayon A B {Jig. 55 ) et du 
centre A, décrivez la demi-circonférence BF E 
(64); faites à GB = GF (10). Si l’on a BF 
= FE, l’angle BAG sera égal à la moitié 
d’un angle droit; si B F est plus petit ou plus 
grand que FE, l’angle BAG sera plus petit 
ou plus grand que la moitié d’un angle droit. 

Démonstration. Puisque l’angle B AF est 
double de l’angle BAG (116), si l’angle BAG 
est égal à la moitié d’un angle droit , l’angle 
B AF sera droit, et par conséquent l’on aura 
BF = FE (85). Mais si BAG est moindre 
ou plus grand que la moitié d’un angle droit, 
B AF sera moindre ou plus grand qu’un angle 
droit , et par conséquent B F plus petit ou plus 
grand que FE ( 24 , llv. i). 
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PROBLÈME. 

118. Diviser en deux parties égales l’angle 
BAC donné au moyen des trois points B ^ A ^ C 
seulement J le point A n’étant pas pris à la même 
distance du point B que du point C. 

Solution. Du centre A {fig. 54) et du rayon 
AB décrivez l’arc BMD; faites à CB = CD; 
divisez l’arc B MD en deux parties égales au 
point M (60) ; divisez l’arc BN en deux parties 
égales en N; l’angle BAN sera la moitié de 
l’angle BAC. 

Démonstration. L’angle B AD étant double 
de BAC (1l6j, et double aussi de BAM 
(35, liv. 6), l’angle BAC sera le même que 
BAM ; mais l’angle BAN est la moitié de BAM; 
donc aussi BAN sera la moitié de BAC. 

PROBLÈM E. 

119. Étant donné l’arc BC (fig. 55) décrit 
du point A pris pour centre, en trouver le sinus, 
le cosinus , la tangente et la sécante. 

Solution, Dans la circonférence décrite avec 
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le rayon AB, faites à BC = Bc; divisez en 
deux parties égales la corde Ce au point M 
(66); CM sera le sinus et MA le cosinus de 
l’arc donné. 

Du point M pris pour centre et du rayon 
M A , décrivez un arc qui coupe , s’il est pos- 
sible, la circonférence en D et en rf; déter- 
minez la demi-circonférence dD «T (64) ; pi’O- 
longez B A de B en V , en faisant BV = B A : 
des centres A et V et du rayon D S' décrivez 
deux arcs qui se coupent en S, BS sera la 
tangente, et SA la sécante. 

Démonstration. La ligne BA coupe au pointM 
la corde Ce en deux parties égales et à angles 
droits (1 4) : donc CM est le sinus et MA le co- 
sinus de l’arc BC. 

SB est perpendiculaire à AB (83); DeT est 
troisième proportionnelle aux deux lignes AM, 
AC (87) •• il en sera de même de AS , qui est 
égal à D«f. Donc, dans les deux triangles rec- 
tangles AMC, ABS, on a la pi’oportlon 

AM : AC :: AB : AS; 

et invertendo ( 4 1 5) , 

AC : AM :: AS : AB. 
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Ün tire de là (55 , liv. 5) 

(AC)* : (AM)* :: (AS)* : (AB)*; 

et en substituant pour (AC)* et (AS)* leurs 
valeurs tirées de la 47* proposition du liv. i , 
on aura 

(AM)* 4- (MC)* : (AM)* :: (AB)* 

+ (BS)*:(AB)*; 

d’où ( 1 7 , liv. 5) 

(MC)* : (AM)* :: (BS)* : (AB)*; . 

et (34 , liv. 5) , 

MC : AM :: BS : AB; 

donc les côtés MC, BS seront aussi propor- 
tionnels ; donc l’angle MCA sera le même que 
BSA (5, liv. 6) ; donc les points A, C, S se- 
ront dans la même droite, et BS sera la tan- 
gente et AS la sécante de l’arc BC. 

Si le cercle décrit du centre M et du rayon 
MA ne coupait pas la circonférence, ou la 
coupait sous des angles trop aigus , il fau- 
drait avoir recours aux moyens indiqués ( 89 
ou 90 et 91). 
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Autre solution pour trouver la tangente et la 
sécante. 

Décrivez (64) la demi-circonférence BCE 
(Jig. 56) ; du rayon B C et du centre E coupez- 
la au point Q; du rayon CQ et des centres A 
et B décrivez deux arcs indéfinis qui se cou- 
pent en V, et avec le même rayon CQ et du 
centre V coupez la circonférence en e; du 
rayon Ee et des centres A et B décrivez deux 
arcs qui se coupent en to; du même rayon Ee 
et du centre m décrivez la demi-circonférence 
ABS (64) : SB sera la tangente et SA la sé- 
cante de l’ai'c BC. 

Démonstration. Si l’arc B CF est égal au 
quart de la circonférence = FE, comme on a 
par construction BC = QE , on aura aussi CF 
= FQ. On sait déplus, par les définitions tri- 
gonométriques , que le sinus de l’arc CF est le 
même que le cosinus de l’arc BC, et que la 
corde de l’arc CFQ, double de l’arc CF, est 
double du sinus de l’arc CF ou du cosinus de 
l’arc BC : cette corde est égale à C Q = AV ; on 
a de plus (22) 

AV.Ee = (AB)‘. 
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La ligne Am S ( 64) étant droite = 2 Ee et a V 
= 2 cos. B C ; on aura 

2 Ee.cos. BC = (AB)* = AS. cos. BC; 

donc (17 , liv. 6 ) 

cos. AC : AB :: AB : AS ; 

donc AS sera troisième proportionnelle au co- 
sinus et au rayon, et par conséquent égale à la 
sécante , suivant les démonstrations trigono- 
métriques. De plus, l’angle ABS étant droit 
(5i, liv. 5), la sécante AS sera déterminée de 
position, et par conséquent BS sera la tangente. 

PROBLÈME. 

1 20. Etant donné le sinus mn (f un arc d’un 
rayon donné AB, trouver cet arc. 

Solution. Décrivez (Jig. S'j) avec le rayon 
AB, le cercle CcK; doublez mn (64); d’un 
rayon = 2 m« , et d’un point quelconque C de 
la circonférence , décrivez un arc qui la coupe 
en c; divisez l’arc Ce en deux parties égales au 
point B (60), BC sera l’arc cherché. 

Démonstration. Le sinus de l’arc BC, d’après 
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les définitions trigonométriques, est la moitié 
de la corde double de BC ; donc , etc. 

PROBLÈME. 

121. Étant donné le cosinus ma ^un arc 
d'un rayon donné A B ^ trouver cet arc. 

Solution. Décrivez le cercle CcK (Jîg. S'j) avec 
le rayon AB; doublez ma (64); d’un point 
quelconque c de la circonférence pris pour 
centre et d’un rayon = ama, coupez la cir- 
conférence au point K ; déterminez la demi-cir- 
conférence KcC (64)); divisez en deux parties 
égales l’arc Ce au point B ( 60) : BC sera l’arc 
cherché. 

Démonstration. Tirez l’autre corde Ce; 
elle sera divisée au point M en deux parties 
égales et à angles droits par le rayon AB (14). 
Mais l’angle CeK étant inscrit et appuyé sur 
le diamètre, est aussi droit (5i, Uv. 3); donc 
les deux triangles CMA , CeK, qui ont un 
angle commun en C , et chacun un angle droit, 
sont équiangles entre eux ( 3a , liv. i ) : donc 
on a (4, liv. 6) 

CM : Ce :: MA : eK. 
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Mais CM est la moitié de Ce ; donc • - 1 

; . ' ’ ' i' t ^ 

MA = -cK=r:mrt; . . r 

de plus, MA est le cosinus de i’arc ,BC j 
donc, etc. * i . . . . , , 

PROBLEME. . 

122. Étant donnée la tangente s b dun 
arc cTun rayon donné AB (fig. 55), trouver 
cet arc. 

Solution. Décrivez avec le rayon AB le 
cercle BCJ'; au point B élevez sur AB une 
perpendiculaire BS=5j (76); trouvez (111) 
le point C ou SA coupe la circonférence; BC 
sera l’arc cherché. 

Cette solution n a pas besoin de démons- 
tration. 

problème; 

125. Étant donnée (fig. 55 ) la sécante sa 
d un arc dun rayon donné AB, trouver cet 
arc. 

Solution. Décrivez avec le rayon AB la 
tirconférence BC«T ; sur AB portez B V = AB 
( 64) ; puis des centres A et V et du rayon sa , 

lo 
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décrivez den* arcs qui sè coupent enlS t trou- 
vez (111) le point C où la ligne SA coupe 
la circonférence : ffC; sera larC cherche. 

Démonstration. La ligne SB sera perpen- 
diculaire à 'é'A (83) ; donc elle sera la tan^ 

eente de l’arc BC, et par conséquent S A en 

® , . . ' -r.i . ■ I 

sera la secante. 
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DES FIGURES SEMBLABLES ET DES POLYGONES 
RÉGULIERS. ' 

/ . ^ :d 

" * * * J i * 

124. Observation. Quaùd nous dirons*, 
Construire ime Jigure ou un poljrgone ^ nous 
entendrons, trouver tous lés points qui suffi- 
sent pour déterminer de' grandeur et de position 
toutes les droites qu’il conviendrait de tirer 
pour construirè entièrèment 'U polj^^ 

PROBLÈME. - ' ' ’’i' 

! - V . r.'i . ’ i 

1^25. Sur un côté donnç ab { construire lùi 
triangle sembl<ff>le à m trUmgle,donné<XB£ 

.(%»• ... U ,-.i 

f Solution. Voyez 1|5., 1 ; ) , ; 5 ; i / » 

- ' ! r. . . ) .■ ; i ■•I. 

PROJLÈMË. . 

f ) . .:»I ■ , ■ , * , ■ <y;- ■ -. s - : i; , iî 

' 126 . < Étant ^donnée^' SS) ' 

ABCEFD, construire ünefflguié qiù lùi 's6it 
■semblable’'/ ët dont la‘ surface ' soit ‘avec ^ 
de cette figuré dans un rapport doAnéi 

. !lj >')!.■ 1, , , . f iiin , ul) 1 ,• j 

. Solution. Si Ion veut , pan exemple , que 

10.. 
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la surface de la nouvelle 6gure soit les deux 
cinquièmes de la surface de la figure donnée. 

D’un rayon AB, le plus grand qu’il sera 
possible, construisez la figure 43 (1 00) ; prenez 
dans cette figure la ligne Aa= v/a pour rayon ; 
du centre 0 (Jig- 58) décrivez le cercle plus 
petit , dans la circonférence duquel se trouve 
le point V. De la ligne ET = y/5 (Jig> 4^)> 
prise pour rayon, et du même centre 0, dé- 
crivéz le cercle plus grand, ^ dans la circonfé- 
rence duquel se trouve le point V, déterminé 
par rapport au point v, àe telle manière que 
la ligne V v soit à peu près tangente au point v 
du cercle intérieur. 

Supposez la figure donnée divisée en autant 
de triangles ABC, ACD, CDE, ËDF , en 
iiriaginant des droites AC , CD', etc. et placez 
les nombres i , a, 3, 4> 5, etc. , sur les dis- 
tances AB, AC, CD, etc., qui mesufénf les 
côtés de ces triangles; appliquez successive- 
ment les distances i’, a , 5 , etc. , comme cordes 
à autant d’arcs consécutifs du cer^e V , sjwoir : 
AB de y^en i., AC de i en a, BC de a;enj3, 
et ainsi de^suit^ jusqu’à la fin ; ce que l’qn ferA 
en prenant la distance AB pour rayon y et en 
décrivant du point V pris pour centre un arc qui 
coupe cette même circonférence au point r', 'etc. 
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D’un rayon égal à V i' , et en prenant succès* 
sivement pour centres les points i, a, 3, 4> etc., 
décrivez des arcs qui coupent successivement la 
plus petite circonférence aux points i , a , 5 , 
4, etc. , jusqu’à la fin. 

Les cordes du cercle intérieur, ou les dis-r 
tances de i , de i à a, de a à 3, de 5 à 4> etc., 
seront les côtés ab, ac, bc, cd, etc. , de la 
nouvelle figure que l’on constniira triangle par 
triangle; avec la distance du point vtau point i, 
on déterminera les deux points aet b; des cenr 
très a et b, et avec la seconde et la troisième 
distance , prise dans le cercle intérieur ( la se- 
conde du point I au point a , et la troisième 
du point a aq point 5) , décrivez deux arcs qui 
se coupent en c; des centres c et a, et avec les 
distances quatrième et cinquième, prises dans le 
cercle intérieur (la quatrième de 3 à 4> et la cin- 
quième de 4 à 5) , décrivez deux arcs qui se 
coupent end} on déterminera de la même ma- 
nière les points e et J", et la figure sera cons- 
truite. 

Démonstration. Les cordes du cercle inté-^ 
rieur sont aux cordes homologues du cercle ex- 
térieur, comme le rayon est au rayon OV 
(95) , ou comme t/a est à y/S : donc tous les 
cotés des triangles 4« la figure abçefd, et les.. 
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côtés homologues des triangles de la fi^re 
ABCEFD sont dans le même rapport; donc 
les triangles des deux figimes sont équiangles 
entre eux , et par conséquent semblables (5 , 
Uv. 6, déf. i); donc les deux mêmes figures 
polygones sont semblables ( 20 , Uv. 6) , et les 
surfaces étant entre elles comme les carrés des 
côtés homologues , la surface du polygone 
abcefd sera à celle du polygone ABCEFD, 
comme 2 est à 5 ; donc la surface de la plus 
petite des deux figures sera à! celle de la plus 
grande, comme 2 est à 5. ■- > , 

- D’après cet exemple, il est facile de voir la 
méthode à suivre pour résoudre le problème , 
quel que soit le rapport qu’on propose d’étabKr 
entre la surface de la figure à construire et celle 
de la figure donnée. j " i 'j'r n ” ’ 

;, 0o décrira deux cireonférences v et V avec 
des rayons qui soient entre eux comme les 
racines des nombres qui exprimeàtile rapport 
des surfaces; sur celle des deux circonférences 
qui coiTespond à la figure donnée , on portera 
successivement comme cordes les côtés’ des 
triangles dans lesquels cette figure est supposée 
divisée., On déterminera^ par la méthode ci- 
dessus exposée, ,rdans l’autre circonférence , des 
cordes ■ proportionnelles qui seront les côtés 



Digitized by Google 




I<ITRE NEUVIÈME.. l5l 

respectifs des triangles de la nouvelle figure. 

Le rapport des ^ moitiés des racines étant 
le même que, celui des racines entières , . la 
figure 45 servira dans plusieurs cas (1 04). Four 
les autres cas voyez les numéros 101 , 102, 
et 105. ' i. 1 i - 

;,,,On prend ^en^te, un rayon AJIJ, 44 
45 ), y. le- plus grand que l’on peu^ employer 
commodément , ppur que le^ cercles puissent 
mieux recevoir les longueurs ,4^ cordes à ap- 
pliquer, et pour que les intersections qui en 
résultent se fassent. à angles plus approchans 
de l’angle droit. , , . . , . J 

. 1 27. Si l’on avait donné le rapport des cètés 
AB et a & entre eux, ou de deux autres droites 
quelconques entre jelles^. pu. choisirait dans qe 
rapport les deux rayons OV, Ov, les plus 
grapda possü^es. . : , . ; , . , , 

li’r. ri 'l.j , I .. ■. . !: .i.:i 

|.^ ; . , . ...i PaOBÏ,ÈME. -, , i, 

fl ^ , . r' s-'.i -.'n .■ 

J,. 128. Inscrire , à un cercle donné un quel~ 
(iqttque dcs polj^ones réguliers , que Von peut 
jr inscrire en se servant de la règle et du 
compasi , , J., , 

. Solution. , Divisez la circonférence en autant 

I 
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de parties égales que le polygone qu’on veut 
inscrire a de côtés (27, 29 , 50, 51 , 52 , 58 , 
40, 41 , 42, 55, 57, 60, 65), les points de 
division seront les sommets des angles du pO" 
lygone régulier cherché , et les cordes des arcs 
en seront les côtés. 

Démonstration. Tous les côtés étant égaux 
comme cordes d’arcs égaux , les angles qu’ils 
forment seront égaux , puisque ayant leur 
sommet à la circonférence, ils sont tous ap- 
puyés sur des arcs égaux (ai , liv. 5). On a 
donc inscrit au cercle un polygone régulier d’au- 
tant de côtés que l’on voulait ( déf. i , Uv. 3). 

' 129. Puisque avec trois points seulement 
pris hors de la circonférence et six ouvertures 
de compas au plus (59) , on peut la diviser en 
240 parties égales (57) , on pourra inscrire au 
cercle avec ces trois points et ces six ouver- 
tures , autant de polygones réguliers qu’il y a 
de nombres exactement diviseurs de 240 : or 
ces nombres sont : 2 , 3, 4, 6 , 8 , 10 , 12 , 

i5, 16 , 20 , 24 , 5o, 40 , 4 s, 60 , 80 , ï 20 , 
240 ; on pourra donc , en omettant le divi- 
seur 2 , inscrire au cercle un polygone régu- 
lier de 3, de 4 » de 5, de 6 , de 8 , de 10 , etc. , 
et enfin de 240 côtés. 

' 150. Si le nombre des côtés du polygono 
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que l’on veut inscrire se trouve être un de ceux 
dans lesquels on a divisé la circonférence , par 
les méthodes enseignées (27, 50, etc.), par 
exemple, le nombre la, on divisera la circon- 
férence en douze parties égales (51 ) ; les deux 
extrémités de chacune de ces divisions seront 
les sommets des angles du polygone qu’il était 
question d’inscrire , ou , ce qui est la même 
chose , les cordes de ces arcs seront les côtés 
du polygone. 

Si le nombre des côtés du polygone à inscrire 
ne 'se trouve point précisément dans les pro- 
blèmes du liv. II; par exemple , si l’on veut 
inscrire un polygone de 6o côtés, on doublera, 
triplera, quadruplera) etc., ce nombre jusqu’à 
ce qu’on parvienne à avoir un de ceux exprimés 
dans les problèmes précédens : c’est ainsi qu’en 
doublant 6o , nombre des côtés du polygone 
indiqué, on a lao. Or, on a donné (42) le 
moyen de diviser la circonférence en i ao par- 
ties égales; ces parties prises deux à deux four- 
niront 6o arcs égaux , dont les cordes sont les 
côtés du polygone en question. 

S’il avait fallu tripler le nombre , par exem- 
ple , si l’on eût voulu inscrire un polygone de 
1 6 côtés , on aurait alors , comme au problème 
(58), divisé la circonférence en 48 parties, noiq- 
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bre triple de i6j on aurait pris ensuite trois de 
ces arcs pour en avoir un qui fut la seizième 
partie de la circonférence , et chacun de ces 
arcs égaux aurait eu pour corde ùu c6té du 
polygone de i6 côtés.; 

I 

; t \ 1 . I / w ^ i • ■ . ■ • ' ■ 

J. . ■ .!!(' problème. . r; : . '.V-;:'. 

■ ' * J 

1 31 . Circonscrire un triangle équilatéral 
(124) à un cercle donné ’BCÏid (fig. 5q). 

î 

Solution. Soit fait au rayon AB de ce cercle 
= BC=CD, etàBD=BL=DL=D^f=DN 
= rfN=rfM = BM. , 

f * • ’i ; 

Les trois points L , M , N seront les sommets, 
des angles du triangle équilatéral circonscrit 
au cercle. , , ; , . ' < 

Démonstration. \jQ triangle BDrf, inscrit aU 
cercle (29 j 130), étant équilatéral, les trian- 
gles DLB, NDi/, «fBM auront, leurs côtés égaux 
à ceux de ce trianglé; <donc leurs angles seront 
égaux (8, liv. i)j les trois angles ND </, /fD B, 
BDIj seront donc égaux! aux trois angles du 
triangle inscrit, c’est -r à -dire 'à deux droits 
(5a, liv. i) : donc la ligne NDL sera di’oite 
(i4l liv. i). On démontrerait la. mênae chose 
pour les deux lignes LBM, NifM ; et comme 
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chacune d’elles est double du côté BD, elles 
seront par conséquedt égales entre elles. Donc 
le triangle LMN est équilatéral; ensuite les 
angles ND^, DLB étant égaux, la droite D^ 
sera parallèle à LB (29, liv. 1 ), ou à LM. Or 
les points N, A, B sont dans une même droite 
perpiendicidaire à 14); donc AB est 

aussi perpendiculaire à LM (27 , Iw. i) ; donc 
LM est tangente au cercle (16, /iV. 3). On dé- 
montrerait la même chose pour les deux lignes 
NL, NM ; donc le triangle NLM est équilatéral 
et circonscrit au cercle {déf. 2 , üv. 4). 

■ V, ' . ' , 

PROBLÈME. 

1 52. Circonscrire un carré à un cercle donné 
(fig. 60). 

Solution. Divisez la circonférence de ce cercle 
en quatre parties égales aux points B, F, E,y 
(27) ; de ces points comme centres et du 
rayon 'AB, décrivez des arcs qui se coupent 
en R., 6 , T, V ; ces quatre derniers points se- 
ront les sommets des angles du carré circonscrit 
au cercle. • 

I Démonstration. Les angles TBA , SBA étant 
droits (100), ‘la ligne TSB est une droite 
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(i4,^fV. i) perpendiculaire au diamètre BE, et 
par conséquent tangente au cercle (i6, liv. 5) : 
on démontrerait la même chose pour les autres 
lignes TFV, VER , R/S. De plus , les triangles 
BFT, BFA ayant les côtés respectivement 
égaux, on aura l’augleBTF =BAF (8, Uv. i), 
et par conséquent droit ( 27) : la même chose 
se démontrerait pour les autres angles V, R, S ; 
donc, etc. 

PROBLÈME. 

1 35. Circonscrire à un cercle donné un peur 
tagone régulier. 

Solution. Soit le cercle BDE (Jig. 6i) décrit 
avec le rayon AB; divisez sa circonférence en 
cinq parties égales (40) aux points B, C, D, 
E, F; d’un de ces points C comme centre et 
du rayon CB décrivez la demi-circonférence 
BDP ( 64) ; prenant pour centre le point E op-r 
posé à l’arc CB et avec le rayon EC coupez 
l’arc BDP enp; des centres B, C, D, E, F et 
avec le rayon Pp décrivez des arcs qui se cou^- 
pent aux points c, d, e,f', ces points d’ior 
tersection seront les sommets des ar;gles du 
pentagone circonscrit au cercle. 



Digitized by Google 




/ 



LIVRE NEUVIÈME. iS'J 

La démonstration est la même que celle du 
Jîroblème suivant. 

PROBLÈME. 

\ 34. Étant donnés lès sommets des angles 
dun polygone régulier quelconque inscrit au 
cercle , trouver les sommets des angles dun 
polygone seniblable circonscrit. 

Solution. Soient les points B, G, D, E 
{fig. 6a ) les sommets des angles du polygone 
inscrit : de l’un de ces points G pris pour centre 
et d’un rayon égal à la distance GB , de deux 
d’entre eux , décrivez la demi-circonférence 
BDP ( 64) ; des centres B et G et avec le rayon 
BD , décrivez deux arcs qui se coupent au 
point V (dans le cas du problème précédent 
{fig. 6i), le point V coïncide avec le point E) : 
de ce même rayon BD et du pdint V con^e 
centre coupez la circonférence BDP enp ; avec 
Vp pour rayon et des centres B , G , D , E, etc. , 
qui sont les sommets des angles du polygone 
inscrit, décrivez les arcs qui se coupent aux 
points b, c,d, e y etc. j ces points seront les 
sommets des angles du polygone régulier cir- 
conscrite . 
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' Démonstration. On a /)P.VC=(CD)* ( 22 ), 
c’est-à-dire cC.BD = (BC)*; d’où (17, liv. 6) 

BD : BC :: BC : Ce. 

Mais BC = CD , et Bc = eC ; donc les deux 
triangles isoscèles BCD, BeC auront leurs eûtes 
proportionnels;, donc ( 5 , liv, 6) l’angle eCB 
serà égal à l’angle CBD ; d’où il suit que les 
deux lignes eC, BD seront parallèles ( ad, lis>. i ). 
On prouverait de même que Ce? est aussi pa- 
rallèle à BD.' Les points e, C, d seront donc 
dans là itiénie ligne droite c. mais de ce que BC 
= ED,- il suit. que le rayon AC est perpendi- 
culaire à Bd ( 14 ); il le sera donc aus»'à>la 
droite crf*(2g, Uv. i) : donc cd est tangente 
à sa moitié en C (16, U\>, 5 ). On démontrerait 
de même que de ^ cd est tangente à sa moitié 
en D; ainsi des autres. Le nombre de ces lignes 
sera^égal à’ celui des! points B; C, D, E, etc. 
Donc, ■ etc. 2, ùV."4) — . f ■ ••• > • ; * 

- : U. 
r-!' ; -1 problème. Jl. 

^ - . ' ; IfO i.i' ■ 

' 1 55. 'Sur un côté donné AE (fig. >1) y cons- 
truire un triangle équilatéraL . ■'> . - ' ^ ! ! 

4 » / i • i I . . - . i / » : J f ' 

Solution. On trouvera le point D suivant la 
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méthode indiquée (1 ) p le" triangle A DE sera 
le< triangle cherché. > 






•• t PROBtÈME. ■ : 

/I Ij iT - 'î 

■ 'Sur un' côté donné’ 45 ), cons-r 

tniire un carré. ■ i '■'* <■ > '■ 71 '-j r.p r-r. 

-r ff : » - . ''c ^ o î i , i/. 

Solution. Les deux points F, T étant trouvé^,' 
d’apt-çs: la méthode prescrite (100) y le carré 
A BTjF, sera le. cartel théi^éhé.i i ti < ■> i ;v,rf 

Déntottstratioh. ,BT étBÙit égale et parallèle 
k ,FA >, et pàr-conséquent pei^ndiculaire à AB 
(L00)*<)la ligne, F .T sera 'aussi parallèle à B A 
(55jÿ UvL i) ;- d’où aiissi les angles'BTF,! AFT 
serafidà’oits' (37 .y a ) , et AB TF : sera uri éâiHre" 

5a , )/lV.fi)jf;!^. . i! r i{ !ii. . îir îi; ^ 

mo:-. ?ii. ;l ,iUi A 'ü') '..lioîi : _îL) 

: <f A’irr-: •.•■j:.c;i;;nc:P'hOR,LÈME. ir>n."''n‘;(f ■/<!■):> 

' t > ♦ 

oh ,iJfT , (T A .'ioi’ l Il'» 

Il 1 1^37. .iSw un côte -donnéiAB ^G^., 65)iy!(rhnji'r 

^Ttire ut^ pfittUt^oTte regiiUeriof, ' ■■ii';'if'i'iii')r) 

, lO ü i:x,v.‘l ni »:» .-î ^ I , f , 1 * il iSn: 

.y^pkttionl. \e rajpn AB qt du-oeuSre A, 
décrivez.la.clrçqn%enç(e BCDEf^, et faites à 
.AB ==,BC = ÇD is=xDE = E,4iifaiteS)eQcore 
à BD = Ba =1 Ea,, et ensuite a Aa=cDb^ 
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dbf du centre B et avec le rayon B A dé-i 
crivez l’arc indéfini ACL, dans lequel voui 
ferez à Ai = AH = HK = KL : [pareille- 
ment, dans la circonférence BCD , faites à A i 
= BQ = QP = PN. Des points L et N pris 
pour centres et du rayon AB décrivez deux 
arcs qui se coupent en M; les points A ^ B, L, 
M, N seront les sommets des angles du pen- 
tagone régulier cherché. 

Démonstration. L’angle CBF [Jîg. 6i) dtt 
pentagone régulier BCDEF a pour mesure la 
moitié de l’arc CDEF (20, liv. 3); cet angle 
étant donc égal à trois cinquièmes de la circon- 
férence, l’angle CBF du pentagone a pour me- 
sure les trôis dixièmes. Or les arcs AHKL, 
BQPN, qui mesurent les angles ABL, BAN, 
valent chacun les trois dixièmes de la circonfé^ 
rence (41) : donc ces angles ABL, BAN sont 
ceux du pentagone régulier è construire sur AB ; 
ensuite les trois côtés AB, BL, AN, côtés du 
pentagone , sont égaux entre eux î ' donc ,i' en 
comparant les points L, B, A, N de la figure 63, 
avec les points C, B, F, E de la figure 61 , 
le triangle' L MN ' de la première 'figure, 
ayant ' les côtés -respectivement égaux aut 
côtés du triangle CD E de la seconde ils 
auront aussi les angles égaux (8, 'ÔV. i), 
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et tout coïncidera parfaitement ; donc , etc. 

Solution //. De'crivez, comme ci-dessus, 
du rayon AB et du centre A , la circonfé- 
rence BD 64); faites-y à AB=BC=CD 
=DE=Ec?; à BD=Ba=Ea; et enfin, à Aa 
= Hb = db} ensuite , avec le rayon i E et du 
centre A décrivez un arc qui passe par les points 
L et M; du centre B et avec le même rayon ^E, 
coupez cet arc au point M et la circonférence 
en N J enfin , avec le même rayon et du cen- 
tre N, coupez l’arc LM en L ; les points A, B, 
L, M, N seront les sommets des angles du pen- 
tagone régulier. 

Démonstration. On a (4, Uv. 2 ) 

(BE)* = (iE)* + (Bè)‘4-2Bi.6E; 

l’angle B NE étant inscrit et appuyé sur le dia- 
mètre , on a ( 5 t , Uv. 5 , 47» AV. 1 ) , 

(BE)‘=(BN)*-f-(NE)*. 

En comparant les deux valeurs de (BÉ)* dans 
lesquelles ( AE)* = (BN)*, il résulte que 

(Bê)*-|-2Bi.èE = (NE)*; 

puis étant égal à êA ff- AE = Ai -fl AB , 
on aura 

(Bi)*4.2Bi.Ai-f-2Bi.AB = (NÉ)\ 

1 1 
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Mais = (46); donc 

(Bby + aBb.kb 4- (Aby + (\by= (NE)*. 

Or 

(Bè)* H- aBè.Ai 4- (Aè)* = (AB)* ; 

donc 

(AB)*4-(Ai)’ = (NE)*. 

NE sera donc le côtë du pentagone inscrit au 
cercle BDt? (50) (lo, liv. i3). L’arc NE étant 
égal à deux dixièmes de la circonférence , l’arc 
BCD^ sera égal à trois dixièmes, et l’anglè BAN 
sera l’angle du pentagone régulier. Substituant 
ensuite la droite 6 N aux deux côtés BA, AN 
du pentagone régulier , elle deviendra le côté 
du triangle isoscèle qui a pour base AB, et 
chacun des angles à la base sera double de 
l’angle au sommet (ii , liv. 4); les points L 
et M seront donc aussi les sommets du penta- 
gone régulier que l’on avait à construire. 

t* 

PROBLÈME. 

\ 58. Construire un hexagone réguler mr 
un côté donné AB (fîg. 65). 

So^ion. Bn rayon AB et des points A et B 
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comme centres soient décrits deux arcs qui se 
coupent au point 0 ; avec le même rayon et 
du centi-e 0 soit décrit un cercle dans la cir- 
conférence duquel on fera àAB = BC = CD 
=DE = EF ; l’hexagone ABCDEF sera l’hexa- 
gone demandé. 

’ijez, pour la démonstration , la quinzième 
du Uv. 4 . 

PROBLÈME. 

159. Sur un côté donné AB (fig. 66), cons- 
truire un octogone réguUer. 

Solution I. Des points A et B pris pour cen- 
tres et avec le rayon AB décrivez les deux 
demi-circonférences BCDE,ACfi?e( 64) ; faites' 
a CE =: E<zc= Brz Aæ = eat; avec le rayon 
AB et du centre a coupez l’arc D E au point H ; 
avec le même rayon et du centre a. coupez 
l’arc de SOI point h ; encore avec le même 
rayon , et des points H, A comme centres, dé- 
crivez deux arcs qui passent par les points' 
G, g; avec le rayon B a, et des points a, a 
pris pour centres, coupez ces deux arcs en g, G; 
avec le rayon AB et des centres G et g soient 
décrits deux arcs qui passent par les points F 
et/; coupez ces deux arcs en /, F avec le 

. II.. 
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rayon Aa et des centres a, a , les points A , B, 
h, g ,fY ,Gt seront les sommets de l’octo- 
gone régulier construit sur le côté AB. 

Démonstration. Les côtés AB, B A, Ag, 
gf, AH, HG, GF sont tous égaux par cons- 
truction. Maintenant , si l’on considère un 
octogone régulier inscrit au cercle , on trou- 
vera que chacun de ses angles à la circon- 
férence a pour base un arc égal aux | de 

la circonférence , et par conséquent | pour 

mesure ( 20 , Uv. 5) ; on a ensuite l’arc B CH 
3 

égal à g ( 50) : donc l’angle BAH est un 

angle de l’octogone , ainsi que l’angle AB^. 
Ensuite aA, aB étant perpendiculaires à AB 
(27) , elles seront parallèles entre elles 
( 29 , Uv. i) : donc la droite Ha qui fait un 
angle de 45° avec a A (27), en fera encore 
un semblable avec la ligne aB ( 27 , liv. i). 
Mais AB a est aussi de 45" : donc aH est pa-i 
rallèle à ^B ( 28 ; Uv. i) : donc aussi ah est> 
égale et parallèle à H B (33, liv. 1 ); d’où l’angle; 
hak = hBH ( 34 , Uv. i). Or l’angle ÙBH 

= ABE— HBE = ABE— ^ HAE( 20 , AV. 3); - 

3 ' 

il aura donc pour mesure g — jg , c’est-à-dire 
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g 

de la circonférence : donc l’angle BAa, qui avec 
l’angle AaH équivaut à deux droits (ay, liv. i), 
aura pour mesure de la circonférence. En- 
suite les deux triangles ah^, ahg ayant tous 
leure côtés égaux entre eux , l’angle ahg 
= aAB (8, liv. i); d’où l’angle total gh~B 

aura pour mesure | de la circonférence , et 

sera angle de l’octogone, ainsi que l’angle AHG. 
L’angle hga sem encore égal à l’angle ùBa , 
et les deux triangles gfdy BAa ayant aussi 
les côtés égaux entre eux , l’angle fga sera 
égal à AB a (8, liv. i). L’angle h gj sera donc 
composé de deux angles respectivemfent égaux 
aux deux qui composent l’angle AB A : ces 
deux angles seront donc égaux , et chacun 
d’eux sera par conséquent angle de l’octogone : 
il en sera de même pour l’angle H GF ; les 
points f et F seront donc aussi sommets d’an- 
gles de l’oGtogone comme tous les autres. 

Solution II. Avec le rayon AB et des points 
A et B pris pour centres décrivez comme ci- 
dessus les deux demi-circonférences BCDE, 
A.Cde; et ayant fait à CE = Ea = Ba = A« 
du rayon AB et du centre a décrivez 
un arc qui coupe l’arc DE eu H et passe par 
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le point F ; avec le même rayon et du centre ot\ 
décrivez encore un arc qui coupe l’arc de en h 
et passe par le pointé; du rayon ak et du 
centre a décrivez un arc qui passe par le 
point y*; avec le même rayon et du centre a 
décrivez un arc qui passe par le point F ; 
enfin , avec le rayon AB et des centres H et F, 
h et y décrivez des arcs qui se coupent aux 
points G et g. 

Démonstration. D’après la démonstration 
de la première solution, les droites ÂB, aœ 
étant parallèles et égales entre elles , ainsi que 
les droites ak, otB avec lesquelles elles for- 
ment des angles droits , si l’on fait , pour abré- 
ger, AB s= I , on aura aussi aa — ctf = aF 
= I. On a ensuite (A a )* =2 =;(«/)* = («F)* : 
4onc les angles fa,a , V aa seront droits 
( 48 » Uv. I ) , et les points f, a , B dans la 
même droite (i4> 1 )» comme aussi les 

points F, a, A dans la même parallèle. En- 
suite de l’égalité de y», Fa, il résulte que 
J~F sera aussi égale et parallèle à aa = t , et 
Fa «y sera un carré; De plus, les triangles. 
FGa , HGa ayant les côtés égaux entre eux, 
ont aussi les angles égaux (8, ÔV. i), et l’angle 
FGa est égal à GaH; les deux droites GH, 
F a, seront donc parallèles , comme aussi F G 
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(5$, /jV. ï) : niais l’aiigle FaH extérieur 
att triangle aHA ést égal aux deux angles îa« 
térletits opposés aHA^ a AH (3a, liv. i), 
c’est-à-dire , à trois angles demi-droits : donc 
on a l’angle F aH = BAH ; donc aussi les an- 
gles opposés dans lés parallélogrammes étant 
égaux (34» Uv. 1) , FGH = BAH. On a en- 
suite l’angle AaH = aHG : déplus, l’angle 
A Ha est droit ; donc aussi l’angle ÂHG vaut 
trois demi-droits. De même l’angle a étant 
droit, et l’angle aFG étant égal à aHG qui 
est demi-droit, l’angle /T G sera aussi égal 
à trois demi-droits. On démontre la même 
chose pour les angles en y, g et h : donc tôüs 
les côtés et tous les angles étant égaux , la 
figure sera un octogone régulier. 

Si l’on qliadruplé les deux membres de l’é- 
quation (15) 

(QM)‘ = (AQ)* — (AM)*, 

qui appartient à la figure 3 , on aura 
4{QM)* = 4(AQ)*_4(AM)*; 



c’est-à-dire 

(Q,)- = 4(AQ)--(AB)-, 



d’où 'résulte le théorème suivant pour tout 
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rhombe quelconque : le carré dune des dia- 
gonales du rhombe vaut quatre fois le carré 
dun de ses côtés , moins le carré de Vautre 
diagonale; d’où, dans le rhombe Fa, HG, 
on aura 

(aG)*=; 4 (Fa)* — (FH)V 

Mais comme l’angle FGH = HÂB, et que 
les côtés qui comprennent ces deux angles 
égaux sont aussi égaux , on a aussi 

FH = BH (4, Uv. i). 

On aura donc 

(aG)« = 4 ( AB)* — (BH)* = (BE)* — (BH)\ 
Mais (5i, liv. 5, et 47» i) 

(BE)* = (BH)* + (HE)‘: 

donc 

(aG)- = (HE)*; 

d’où 

aG = HE. 

Solution III. Après avoir du centre A et du 
rayon AB {fig. 67 ) décrit la demi-circonfé- 
rence BCDE (64) , et avoir fait à BD = Ba 
= Ea; du centre a et du rayon AB soit 
décrit un arc qui coupe l’arc DE en H , et 
passe par F ; du centre a et du rayon aA soit 
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décrit un arc qui passe par f;.àu centre a et 
du rayon nB soit décrit un arc qui passe parg j 
du centre a et du rayon BH soit décrit un arc 
qui passe par h ; du centre a et du rayon HE 
soit décrit un arc qui passe par G; soit fait 
à AB = BA = = e/=/T' = FG; on aura 

aussi FG = GH, etc. 

Démonstration. Les triangles a AB, aBA, 
ahg, cigf, etc., qui ont leur sommet en a 
et leurs bases sur les côtés de la figure, ont 
tous leurs côtés respectivement égaux à ceux 
des triangles affectés des mêmes lettres dans 
la figure 66 (uqyez les deux démonstrations 
précédentes) : donc ils auront aussi leurs 
angles égaux (8, liv. i ) ; et comme ils sont 
semblablement ordonnés , les angles de la 
figure 67, qui sont composés des angles de 
ces triangles pris deux à deux , seront aussi 
égaux aux angles de l’autre figure ; donc , etc. 

Solution IV. Après avoir , du centre A et 
du rayon AB, décrit la demi -circonférence 
BCDE, en y faisant à AB == BC= CD =DE, 
et avoir fait à BD = Ba = Ea; ayant du 
centre a et du rayon AB coupé la demi- 
circonférence en H , soient des centres E et A , 
avec le rayon EH , décrits deux arcs qui se 
coupent en P ; du centre P avec le même 
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rayon PA soit coupée la demi-circonférence 
en Q; des centres B et H avec le rayon BQ 
soient décrits deux arcs qui se coupent en 0 : 
maintenant soit décrit du centre 0 et du même 
rayon OH un cercle qui passera par A; soit 
fait dans sa circonférence à AB =z'^h ~ hg 
= gf =. = F G J les points h. , B , hy 

gt etc. f seront les sommets des angles de 
l’octogone. 

Démonstration. Comme on a QP;=:AP 
= EP, ainsi que QA = AE = AB, et que 
AB est sur le prolongement de AE (i 5 , Uv. 6), 
on aura ( 22) 

BQ.AP=(AQ)*; 
d’où (17 ,! Uv. 6) 

AP : AQ AQ : BQ : 

on bien 

HE : AE :: AB : BO. 

Mais HE est un côté de l’octogone inscrit 
au cercle qui a pour rayon AE : donc aussi 
AB sera le côté de l’octogone inscrit au 
cercle qui a pour rayon BO. 
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I 

PROBLiME. 

140. Sur im côté donné AB (fig. 69 ) > 
construire un décagone régulier. 

Solution. Du centre A et du rayon AB 
soit décrit le cercle BD</; soit fait dans sa 
circonférence à AB = BC = CD = DE = Ecf; 
soit fait à BD = B<z =Ea ; soit fait ensuite 
à Aa =: D 6 = db. Maintenant des centres A 
et B avec le rayon iE soient décrits deux 
arcs qui se coupent en V ; du centre V et 
du même rayon ^E soit décrit le cercle 
BLMNOPQRSA, et soit fait à AB=BL 
= LM = MN = NO = OP = PQ = QR 
= RS; le point S sera dans la section des. 
deux circonférences , et les points A., B , 
L , M , etc. , seront les sommets des dix an- 
gles du décagone régulier cherché. 

Démonstration. La ligne iE est un côté 
du triangle isoscèle qui, ayant pour base AB, 
a chacun des angles à la base double de 
l’angle au sommet (157). Donc, dans le 
triangle VAB, l’angle B VA sera égal à un 
cinquième de deux angles droits (3a, liv. 1 ) ; 
l’arc BA qui le mesure sera donc égal à un. 
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dixième de la circonférence , ainsi que les 
autres arcs BL, LM, MN : donc le poly- 
gone ABLMNOPQRS sera un décagone ré- 
gulier inscrit au cercle qui a le point V pour 
centre, et construit sur le côté AB. 



PROBLÈME. 

141. Sur un côté donné AB (fig. 69 ), 
construire un poljgone régulier quelconque , 
de ceux qu’on peut inscrire au cercle (128). 

Solution. Du rayon AB soit décrit un 
cercle B De?; soit inscrit à ce cercle un po- 
lygone régulier semblable à celui qu’on veut 
construire sur le côté AB , c’est-à-dire d’un 
égal nombre de côtés (128), et soit B Z un 
côté de ce polygone inscrit ; soit ensuite 
cherchée une troisième proportionnelle à ce 
côté BZ et au rayon AB (87, 89, 90, 91 , 
92 ) ; avec cette ligne prise pour rayon , et 
des centres A et B soient décrits deux arcs 
qui se coupent en V ; du point V comme 
centre et du même rayon V A soit décrit 
un cercle ABLMN, etc. , et soit fait à AB 
=s= BL = LM = MN , etc. ; les points A , B, 



\ 
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L, M, N, etc. , seront les sommets des angles 
du polygone cherché. 

Démonstration. Les côtés du triangle BAZ 
étant proportionnels à ceux du triangle B VA, 
on aura l’angle BAZ = BVA(5, liv. 6) : donc 
les arcs BZ, BA qui le mesurent , seront 
des portions égales de leurs' circonférences ; 
donc, etc. 

PROBLÈME. 

142. Construire un carré sur une diago^ 
nale A B donnée (fig. 70). 

Solution. Du centre A et du rayon AB soit 
décrit l’arc BCDE j du centre B avec le même 
rayon soit décrit l’arc indéfini CP, et soit fait 
à'BC = CD = DE; soit fait ensuite à BD z= B a 
= Ea. Maintenant, du centre E et du rayon 
ka soit coupé l’arc CP en P; des centres A 
et B et du rayon AP soient décrits deux 
arcs qui se coupent en L et M ; ALBM sera 
le carré cherché. 

Démonstration. Si l’on suppose pour abréger 
AB = I , on aura 

AP = Iv/2 (104) = AL=BL; 
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d’où 

(AL)- = (BL)-=i, 
et 

(AL)* + (BL)* = I == (AB)*. 

Donc l’angle BLA est droit (48, liv. i), et 
les deux angles LBA, LAB égaux entre eux, 
valent chacun la moitié d’un angle droit (5 , et 
3a , Uv. I ). On démontrera de même que 
l’angle BM A est droit, et que les angles MBA, 
MAB valent chacun la moitié d’un angle droit : 
donc les angles MBL, MAL seront droits,* et 
et ALBM sera le carré cherché. 



LIVRE DIXIÈME. 



DES CENTRES. 

t 

PROBLiME. 

145. Trouver le centre dun cercle donné 
MA B (fîg. 71 ). 

Solution. Ayant pris pour centre un point 
quelconque A de sa circonférence , d’un rayon 
arbitraire AB , plus petit que le diamètre du 
cercle donné, et plus grand que le quart de ce 
diamètre , soit décrite la demi-circonférence 
BCBE, en faisant à AB =::BC= CD =: DE ; 
soit M le point où elle coupe la circonférence 
du cercle donné; des centres E et A avec le 
rayon EM soient décrits deux arcs qui se cou- 
pent en L ; du centre E et du même rayon 
LA soit coupé le cercle BME en Q ; des cen- 
tres B et A et du rayon BQ soient décrits deux 
arcs qui se coupent en 0 ; le point 0 sera le 
point cherché. 

Démonstration. La ligne BAE étant droite 
(i5, Uv. 4)» l’angle extérieur LAB est égal 
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aux deux angles intérieurs opposés ALE, AEL 
pris ensemble dans le triangle ALE (5a, liv. i). 
Or les triangles LAE, LAQ ont tous les côtés 
égaux entre eux , et par conséquent les angles 
opposés aux côtés égaux sont aussi égaux 
(8, liv. i). Donc l’angle AEL =Q AL, et l’angle 
ALE= ALQ ; donc l’angle LAB est égal aux 
deux angles QAL et QLA pris ensemble; et 
retranchant de part et d’autre l’angle QAL , 
on a l’angle restant QAB = QLA : donc là 
somme des deux angles LAQ, LQA dans le 
triangle LAQ, est égale à la somme des' deux 
angles AQB, ABQ dans le triangle ABQi(52, 
liv. 1 ). Mais ces deux triangles LAQ,- ABQ 
sont isoscèles par construction ; donc les angles 
à leurs bases seront égaux chacun à la demi- 
somme (5, liv. 1 ) , et par conséquent éganx 
entre eux dans l’un et l’autre triangle ; donc 
les triangles LAQ, ABQ seront 'semblables 
(4» liv. 6), et l’on aura . :joi MC-f <i 

LA : AQ :: AQ : QB; 

et substituant les valeurs égales , 

' ME : EA :: AB : OB ; 

donc les triangles isoscèles MAE, AOB ayant 
les côtés proportionnels, sont équiangles entre 
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eux (5, Uv. 6 ) , et on a l’anglç O AB = AME 
=s AEM. Mais l’angle exté^ur MAB est 
‘ égal à la somme des deux angles intérieurs 
^ . AME, AEM égaux entre eux , dans le triangle . 
AEM (3a, Uv. i); donc il sera égal à l’angle 
O AB pris deux fois, ou bien on aura O AB 
= OAM. Mais les deux triangles O AB, O AM 
ont encore les côtés AB , AM égaux entre eux, 

• - et de plus le côté OA commun, c’est-à-dire 
ces deux triangles ont un angle égal compris 
entre deux côtés égaux : donc ( 4 , liv.\) le troi- 
. sième côté -O B de l’un de ces triangles sera aussi 
égal au troisième côté O M de l’autre ; donc les 
trois lignes OB*, OA, OM sont égales , et par 
«conséquent le poîntlO ^t le centre que l’on 
cherchait du cercle MAB ( 9 , Uv. 5). 

144. Quand on a trouvé la valeur de QB, 
troisième pix^rtionnelle aux deux lignes LA ,. 
AQ, ou aux deux lignes EM, EA, valeur qui 
est celle du rayon du cercle dont on cherche 
le centre il suffit de prendre deux points à 
volonté dans la circonférence du cercle , et de 
œs points comijae centres avec le même rayon, 
d^ire deux arcs qui se coupent ; le point de 
leur intersection sera le centre du cercle. 

1 45 . Four obtenir des sections à angles moins 
aigus, il sera utile , dans la pratique , de choisir 
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k vnè d'oeil aa r^yon AB approche de ta 
Taleur du rayon du cercle qUe l’on cherche.* 
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146 . Circonscrire et inscrire un cercle à un 
triangle équilatéral donné (fig. 72). 




é 
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Solution. Soient A, B et M les sommets des ' 
an^es dû triangle donné ; dn centre A et du 
rayon Afil soit tracé l’arc MDE, et soit fait h 
ÀM = MD DE; des centres B et A avec le , 

rayon BD , soient tracés deux arcs qui se cou- 
pent en L ; du centre L avec le même rayon LA 
soit décrit un arc qui coupe l’arc DE en Q; des • 
sommets de deux angles du triangle , des points 
A et B ÿ par exemple , pris pour centres et avec 
le rayon Q£ , soient décrits deux arcs qui se 
coupent en 0 ^ du Rentre 0 et du même rayon 
OA soit décrit un élrcle , il sera circonscrit aa ’ 
triante. ■* 

Soit divisée la ligne QEen deux parties égalés 
au point m ( 66 ) Ç du même «entre O et iki 
rayon Qm soit décrit un antre cercle; il 
inscrit au triangle. 

Dâami^tration. De la démonstration du 
n* 1H94I résulte q^e la ligne BAE étant droite» 
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QE est troisième proportionnelle aux deux li- 
gnes EM, EA. Donc QE sera le rayon d’un 
cercle qui passe par les trois points M, A, B, 
et le point 0 en sera le centre (145). 

Dans la figure 5g, où le cercle DBi/ est ins- 
crit au triangle N LM , AD est perpendiculaire 
à LD, et N AB à LB (131) : donc les triangles 
rectangles ND A, NBL , qui ont un angle com^ 
mun eu N , ont aussi le troisième angle égal 
(3a , liv. i); d’où on a la proportion (4, ÙV. 6 ) 

. «^:LB :: NA: DA. 

Mais NL est douLle de L B ; donc aussi NA est 
^ublede DA, c’est-à-dire, le rayon du cercle 
circonscrit au triangle équilatéral est double du 
rayon du céh:le inscrit ; dcmc , etc. 

PROBLÈME. 

147.- QjKonscrire et inscrire' un cercle à 
un carré 75 ). 

§fdution. Soient A^^'B, les sommets des 
angles du carré donné; soit fait à AB = AE; à 
FB=FEj du centre B avec-le même rayon BF 
soit décrit un arc qui passe ^r Q et du centre 
£ et dumiyoft^A soit coupé cet arc eft Q et 9 ; 
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,gdes centres Q et ç et du même rayon AE soient • 
décrits deux arcs qui se coupent en TN1 ; des cen- 
tres A et B et du rayon AQ soient décrits deux 
arcs qui se coupent en O ; du centre 0 et du . 
même rayon OB soit décrit un cercle, il sera 
circonscrit au carré ; du même centre 0 et du 
rayon OM soit décrit un autre cercle, il sera ^ 
inscrit au carré. » 

Démonstration. Si l’on fait , pour abréger , 

AB = I , on aura » 

; - * *' 

A<î = it/2(104) = Ad=^BO; * 

on aura donc 

( A*0 )• + (BO )• = I ^ ( A B)‘V ' 

d’où l’angle BOA sera droit (48 , liv. 1 ), et les 
angles OAB , OB A seront égaux chacun à la ■ 
moitié d’un angle droit (5 et 3a, ito, i). De 
plus, l’angle B AF du carré étant droit , l’angle . 

0 AF en vaudra la moitié donc dans les deux 
■ triangles B AO, FAO on aura un angle égâl 
cdmpris entre cèîés égaux : d’où l’on aosa 
aussi OB = OF (4 , liv. i). On démontre de la 
même manière que l’on a aussi OB = OT : 
donc le cefcle AB T F est circonscrit au cawe- 
La ligifc OM est perpendiculaire à M A (85) : 

« 
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donc B MA est tangente au cercle* décrit avec 
le rayon OM. On démontre la même chose pour 
les autres côtés AF, FT, TB : donc le cercle 
décrit du centre O et du rayon OM est inscrit 
au carré. , , 

V % 

. rnoBLÈUE. *■ 

148. Circonscrire et in^rire un cercle à un 
poljrgone régulier quelconque (fig. 74 ). * 

Solution. Soient B , A , M les sommets de 
trois angles de ce polygone régulier, dont ce- 
lui du milieu A soit également éloigné des 
deux autres B et M ; du point A comme centre 
et du rayon AB soit décrite la demi-circQufé- 
rence BCDE (64) ; des centres A et E, et du 
rayon ME soient décrits deux arcs qui se cou- 
pent en L ; du centre L et du même rayon L A 
soit coupée la demi-circonférence BCDE en Q : 
la ligne BQ sera le rayon du cercle circonscrit j 
puis des sommets B et A , par exemple , de 
deux des angles du polygone comme centres et 
du rayon B Q soient décrits deux arcs qui se 
coupent en 0 j le 'point 0 sera le centre de ce 
cercle- 

^ AB est un côl|^du polygone , ou le 



* 
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sera en deux parties égales au point T ( 66) ? 
OT sera le rayon du cercle inscrit que l’on dé- 
crira du même centre O ; si une autre ligne 
quelconque Ai est un des c6tes du polygone, 
on la divisera en deux parties égalés au point t , 
et Of sera le rayon du cercle à inscrire avec le 
même c*entre O. 

Démonstration. U résulte de la démonstra- 
tion du n’ 1 4 , que O est le centre du cercle qui 
passe par les trois points B, A, M j donc il est le 
centre du cercle circonscrit , puisque par les 
trois points B , A , M , on ne peut faire passer 
qu’un seul cercle (a5 , liv. 3). On a ensuite O’T 
perpendiculaire à TA (83); dou TA sera 
tafigente au cercle décrit du centre O avec 
le rayon O T (i6, liv i). La même démons- “V 
tratlon s’applique à tous les autres côtés égaux ^ 
à AB ; donc ce cercle est inscrit au polygone 
qui a pour côté AB. On démontre de même ' 
que le cercle décrit du centre 0 et du rayon . 
0^, est inscrit au polygone qui a pour 
côté Ai. 

HO- Si AB est un côté du polygone dans 
lequel on veut inscrire le cercle, il y aura 
plusienrs manières de le diviser en deux par- 
ties égales (66) ; nous avons donné la plus 
simple pour le carré (147) : pour le friangle^ 

.<1 • 
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seul (146), le rayon du cercle inscrit est la 
moitié du rayon du cercle circonscrit ; dans 
le carré seul , il est égal à la moitié du côté. 

PROBLÈME. 

(1 50). Trouver le centres (fig. '^5) d’un cercle 
qui passe par trois points donnés P, Q, R. 

Solut. Des points P et Q comme centres et 
d’un rayon arbitraire soient décrits deux arcs 
qui se coupent en A et B ; des centres Q et R 
et d’un rayon arbitraire soient décrits deux arcs 
qui se coupent en C et D ; le point S où les lignes 
AB, CD se coupent (1 \ 2) sera le centre cherché. 

Démonstration. Voyez (a5, liv. 3). 

Dans le double problème présenté (148), Mascheroni 
n’a traité qu’un cas particulier de chaque question ; et 
s’il a généralisé (liSO) la première, sa solution , qui est 
celle d’Euclide, n'est pas fondée sur l’usage seul du com- 
pas. Cette condition est remplie dans les solutions sui- 
vantes, qui embrassent les deux problèmesavec plus de 
généralité. 

i" Problème. Circonscrira un cercle à un triangle 
donné {Jig. ’]5 iis). 

Soient A, B, C, les trois angles du triangle : suppo- 
sons le cercle décrit ; soient OB, OC, deux rayons. Si par 
le point C on mène une tangente , les angles formés par 
cette tangente avec BC et avec CO seront égaux, l’un à 
A , l’autre à loo”. Donc O CB = ioo“— A. Or il est fa- 
cile de déterminer cet angle sans le secours de la règle. 

Pour avoir l’angle OCB, de deux points m et w' situés 
à égale distance du point A , je décris avec des rayons 
égaux, mais plus grands que Am, des arcs qui se cou- 

¥ 
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j>ent en P. Du point A et du rayon AP, je de'cris un arc 
qui coupe le côte AC en Q : PAQ est l’angle cberché : 
car PAQ -=PAB — A=ioo* — A. Pour le porter en C, je 
décris de ce point et du même rayon AP un arc go=PQ; 
le point 0 appartiendra au rayon CO. Si donc du point o 
et du rayon Co = AP on décrit une circonf. , elle tou-* 
chera le cercle cherché. Or on sait qu’en menant par le 
point de contact de deux cercles une droite quelconque, 
les cordes interceptées par les deux circonf. sont en- 
tr’elles comme les rayons. On a donc CO ; Co ; : CB : C^l 
Donc CO est une proportionnelle aux lignes con- 
nues CB, CJ'etCo . L’ayant construite (93), on décrira des 
points A et B, et avec cette ligne pour rayon, deux 
arcs : leur point d’intersection O sera le centre cherché. 

2* Problème. Inscrire un cercle dans un triangle donné. 

On sait que les tangentes menées d’un même point à 
un cercle sont égales. Si donc on connaissait un seul des 
points de contact, ou la distance de ce point aux deux 
sommets adjacens, en décrivant des arcs de ce point et 
avec des rayons respectivement égaux aux distances trou- 
vées, les rencontres de ces arcs avec chacun des deux au- 
tres côtés du triangle, détermineraient les deux autres 
points de contact. Ou connaîtrait ainsi trois points du 
cercle, qui serait dès lors déterminé. le problème 

précédent.) Cherchons donc les distances d’un de ces 
points de contact aux deux sommets adjacens , c.-à-d. 
les longueurs des tangentes menées de ces sommets. Or, 
I®. la somme de ces tangentes est égale au côté sur lequel 
on les compte; 2 ®. la double somme des trois tangentes 
étant égale au périmètre du triangle , leur soinrae est 
égale au demi-périmètre. Si de la somme des trois tan- 
gentes ou du demi-périmètre on retranche la somme de 
deux d’entr’elles ou un des côtés, on aura la troisième, 
celle qui part du sommet opposé à ce côté. Chaque tan- 
gente est donc égale au demi-périmètre, moins le côte 
opposé à son point de départ. (A oie du l'raducteur.) 
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PROBLÈMES DIVERS. 

PRO BLÊME. 



151. Étant donnée une échelle SL , tmuver 
la surface du triangle h.'QD et du quadrilatère 
AO CD (fig. 76). 

Solution. Faites à BA=Ba, et à DA = D«z 
(11); portez sur l’échelle SL les distances Aa 
et BD prises avec le compas. Supposons, par 
exemple, que l’ou trouve Aaz= 7 , BD = 8; 
multipliez ces deux nombres entre eux, prenez 
le quart du produit = i4; ce nombre expri- 
mera la surface du triangle ABD. 

Pour trouver la surface du quadrilatère 
ABCD , après avoir déterminé le point a 
comme ci-dessus, on fera à BC=Bc et à 
DC=.-Dc; on trouvera sur l’échelle les deux 
distances Aa, Ce; soit, par exemple, Aa = j, 
Cc = 5; prenez la somme de ces deux quan- 
tités = 12 : multipliez par cette somme 
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= 12 la valeur de BD trouvée sur l’échelle 
= 8 , prenez le quart du produit = 24 > 
nombre exprimera la surface du quadrilatère 

ABCD. 

Démonstration. La ligne A« est double de 
la perpendiculaire qui tombe du point A sur 
la ligne BD (14); mais la surface du triangle 
A BD est égale h la moitié de la surface d’un 
parallélogramme qui aurait pour base la ligne 
BD , et pour hauteur cette perpendiculaire 
(4i , /iV. i) : donc elle est égale au quart du 
produit de A a par BD. De même la surface 
du triangle BCD est égale au quart du produit 
de Ce par BD ; donc la surface du quadrila- 
tère ABCD est égale au quart du produit de 
la somme des deux parallèles Aa, Ce par leur 
perpendiculaire BD. 

152. Le problème précédent peut servira 
mesurer la surface d’un espace renfermé par 
un polygone quelconque , en imaginant des 
droites qui le partagent en autant de trian- 
gles ou de quadrilatères que l’on jugera con- 
venable. On pourrait proposer encore d’autres 
manières de la réduire en trapèzes ; mais on 
peut facilement les déduire de la méthode avec 
laquelle on a résolu ce problème. 
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153. Étant donnés (ég. 77 ) les plans trian- 
gulaires Qui comprennent une pyramide té- 
traèdre, trouver sur sa base le point où tombe 
la perpeiuiiculaire abaissée du sommet , et 
trouver sa hauteur. 

Solution. Soit le triangle ABC la base de 
cette pyramide tétraèdre , et soient AEC , BDC 
AFB les plans triangulaires qui vont se réunir 
à son sommet; du centre C et du rayon CD 
= CE soit décrit un arc qui passe par les points 
e et d; du centre B et du rayon BD soit dé- 
crit un arc qui coupe le premier en d; du 
centre A et du rayon AE soit décrit un arc qui 
coupe le rayon en e ; soit trouvé le point P ou 
sé coupent les deux droites De?, E e (11 2) ; ,ce 
point sera celui où tombe la perpendiculaire 
abaissée du sommet de la pyramide. 

Soit divisée par moitié latdroite CE au point 
îh ( 66 ) ; du centre m et du rayon mC soit dé- 
crite la demi-circonférence CpE ; soit fait à C F 
= Cp; la ligne E/> sera la hauteur de la py- 
ramide. , U 
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Démonstration. Si dans la pyramide SAIÎC 
qui a pour base le triangle A BC et pour sommet 
le point S , on mène dans le triangle S CB la 
droite S «T perpendiculaire à CB, et si l’on 
eleve du point «T pris dans le plan de la base 
A CB la perpendiculaire elle contiendra le 
point P , où tombe du sommet la pei’pendlcu- 
laire SP (i i , liv. 1 1) ; de même , si du point S 
dans le plan SAC, on mène à AC la perpen- 
diculaire Sg, et si du point £ dans le plan de 
la base AC B , on mène à la même droite AC la 
perpendiculaire te, elle contiendra le point P : 
donc ce point sera l’intersection des deux droites 
S'd, £6. Mais dans la fig. yy, où les points D et E 
repre'sentent le point S de la fig. 78, Di/est per- 
pendiculaire à BC en un point cT ( 14 ) ; de même 
aussi Ee est perpendiculaire à A C en un point e: 
donc le point P est le point cherché. 

De plus, les deux triangles CPS (Jig. 78), 
CpE (Jîg. 77) , étant rectangles en P et p , le 
premier par supposition et le second par la 3i® 
prop. du liv. 3 , et CS étant la même ligne que 
CE, onaCP = Cp. On aura encore PS = pEj 
car (Jig. 78) (47-, liv. \), 



(CS)*— (CP)* = (PS)‘; 
de même on a {fig. 77) • # 



V 



» ^ 



' * • * 



* * • 
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i 



■ f. 



M^s 



donc 

d’où 



(CEy-(Cpy=ipEy. 

(CS)»-(CP)* = (CE)--(C/i)Vî 

(PS )• = (/,£)- 
PS=/>E: 


















donc /)E est la hauteur de la pyramide. 

1 54. Jusqu’ici toutes les démonstrations que 
noüs avons données étaient fondées sur les 
élgmens d'Euclide. Mais comme nous ne pour- 
rions pas toujours suivre la même marche sans 
être trop prolixes, nous emploierons quelques 
équations qtii sont démontrées dans tous les 
traités de Trigonométrie plane, 

i 55. Si, dans un cercle décrit avec un rayon 
égal à l’unité, on appelle JC et j- deux arcs 
quelconques, on aura 



vr : £ 



^ y? 






« 



* V ' 









• ♦ ^1 



sin {x 4 - 7 ) = 


= sin 


X cos J' -f- sin^ cos X , ■* 


‘ 1 . 


sin (x —jr) = 


= sin 


a? cos 7 


— sm/^cosa:. 


i -C - ■' 


cos {x + 7 ) = 


= cos 


a: cos/ 


■ — sin a? sin / , » 


* • ^ 


,cos(a:— 7 ) = 


= pos 


XCOSJ 


-H sin X sin/". 




1 56. Si dans 1 


la troisième 


équation l’on fait 


• 3 . 

* ♦* * 


=y^, on aura 






* 


ÿè\ 


cos 2X = 


= (cosæ)* ~ 


(sifia:)*; 


















À 


• 

• 














*v- 

V. 
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tÿ) géométrie du compas. 
et comme (cosor)*+(sin J^)*= i > d’où l’on tire 
(cosx)* =1 — (sinx)*, on aura 



t 



d’où 



.et 



« 

♦ I 



cos 2XSS1 — 2 (sinar)* ; f 
0- 

f • V* I — cos 2X ^ 

(«nar)‘= , 

. //I — COS2X\ 

sino:=y(— ^ > 



, , * .. ’ 4^. iS'l’ott ajoute les deux premières équa- 

, %aura ' * 

■ • y 4- smi(x +f) + sin ^af — j) = 2 sinx ■ 

d’<A 

*• . 

I, 

U • 



M . sin (x + r) + sin Çc — y) 

smxcosj = — — -ÿ ■ --• 



aura 



Si l’on fait (x + j") é=sp , \x — =s y , Ôn 
2x = p + g^2/=p — 9î 



tv- 

►#*# 

^4 



d’où 

sinp sin ^ =: 2 sin . cos 

4 58. Si l’on ajoute les deux^ernières équa- 
%us (4 55 ) , on aura 

, CW (x + r) 4- cos (x — y) 

COSX cosy = • V . 



•*>* 

4' 
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d’où 



cos P + CO 65 = a i»s 

Jt>7 

i59. Si l’on retranche la 3* des mêmes équa- 
tions dç la 4 *; on aura 



d’où 



. • r COB {x — y) — cos (x -f- y) • ‘ ' 

sma: sinV a= — ^ ; . , 



cosÿ — cos/) = asii^^'^-^^ysin^^-^^. 

Ài' ^ 

1 60 • A causede l’équation 3 sin xx=corde a x, 
on aura (156) * 



corde olxs=h — 



•COS2X 



s. * 



r * 



et si l’on suppose ax = x, on aura -■ * 

corde X = a =r ^/(a — acosx)..* 

« 

Si l’dK appelle k la coit^ d’un arc , ç le 
cosinus', s le sinus , A la corde du complé-* 
ment, on aura 

*Ar* = a ac et a — as. 

La première de ces deUK équations donne 

1 A* : et comme on a 

^ a 



4* 
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on aurâ 






PROBLÈME. 

> I6f - J^ans un triangle équ^téral ABC 
(fig*. 79), inscrire un carré ebcd (fig. ia4). 

< /« Solution. Si l’on reut se servir des côtés 

. donnés du triangle , soit décrit du centre A et 
avec le rayon AB, le demi-cercle BCDE (64). 
^ Du centre E et avec le rayon EC soit décrit 
♦ U# arc qui coupe le côté donné AB en b-, du 
oèntre A et avec le rayon Bô soit décrit un 
arc qui coupe le même côté en e ; des cen- 
tres e et ô «t avec le rayon eb soient dé- 
»crits deux arcs qui coupent les côtés AC en rf, 
et en c; ebc4 sera le carré cheir^. 

. J3émo»yimrion. Faisant pourabrégerABfcsi, 

* on-aura 

Eô = EC=»BD = t/3 (2)j • 

d’üni 

Bê=iBE — — t/3 = Ae; 

d’où l’on tire * ^ 

% bexh^ — aAe^ssav^S — 5 ^ 

= (2 — f^3).v/3 = ôc; 
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donc on aura 



Bb ibc :|^(2 — v/5)î (a — v/5)..|/3 :: i : v/^5. 

«Mais si l’on suppose que A B soit coupée au 
’ milieu eu T par la perpendiculaire C T , qp 
aura aussi # 



BT ; TC ^5 (104); 

2 2 ' 



c’est-à-dire 

BT : TC I : v/S: 

^ donc bc est parallèle à TC (a , liv. 6), et par 
conséquent perpendiculaire à AB (27, Iw. i). 
On démontrerait la^'méme chose pour la droite ' 
dë : donc ebcd esX\e carré inscrit. 

IP Solution. Si l’on ne voulait pas se servir 
de l’intersection des côtés donnés du triangle 
ABjÇi, mais qu’étant donnés seulement les 
trois points A, B et C, somq^ts des an^&s du 
triangle , on dût trouver les quatre points ô, c, 
d, e du carré à inscrire ; du centre E , comme 
dans la solution précédente , et avec le rayon 
EC, soit décrit un arc qui passe par b, Cet a;' 
du centre B et avec le même rayon soit décrit 
un arc qui coupe en a celui qu’on vient de 
tracer; du centre a et avec le rayon AB soit 

i5 
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coupée la demi-circonférence BCDE en H, 
et soit fait dans cette circonférence à = H I 
=; IK ; d"u centre D et avec le rayon aK soit 
décrit un arc qui passe par b , \e point b sera 
déterminé; du centre A et du rayon Bè soit 
décrit un arc qui passe par le p^int e ; du cen- 
tre C et du rayon C b soit décrit un aiitre arc 
qui coupe le dernier en e; des centres e et C et* 
du rayon be soient décrits deux arcs qui se 
'coupent en d‘, des centres è et C avec le même 
rayon be soient décrits deux arcs qui se cou- 
pent en c ; b'cde sera le carré cherché. 

Ou bien en employant le cercle BCDEeT, * 
et faisant a ÂB=;;:E(^; des centres D et cf et 
avec le rayon aK déterminé plus Haut soient 
décrits deux arcs qui se coupent en 6 ; le reste 
se fait comme ci-dessus. 

Démonstration. Le point K sera ici déter- 
miné, comme dan$ la fig. 9 ( 52), parle mpyen 
du même point a^ ainsi l’arc BK sera un vingt- 
quatrième de la circonférence. On a ensuite,, 
dans la fig. 9 , = BA =EM ; si l’on coni- 

pafe les points a, K, B» A , M avec les points 
Q, A» R>*S, p, B de la fig. 4» on' tirera pouri 
la figf 9 de l’nqnatieiii 



(AQ)*=(RQ)*-'AS.pQ (20), 
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celle-ci , 

(aK)*=>(Ba)* — K/t.A«. 

Or K A: est la corde d’un douzième de la cir- 
conférence. Pour trouver sa valeur , en sup- 
posant pour abréger AB = i , on a le sinus 

de BN=KA:=AX(^g. la) etledouble 

de son cosinus, c’est-à-dire aNX = NO = BD 
= \/5 : d’où substituant Kâ: pour a? et \/5 pour 
acosar, dans l’équation (159), 

corcfex = ^(a — acosa:), 

on aura la droite 

d’où 

= 3— (v/5— i) = 4— v/3. 

Maintenant, si des centres D et «T et avec le 
rayon aK on décrit deux arcs qui se coupent 
en ^ , le point b sera sur la droite BE (1 5), qui 
divisera en deux parties égales à angles droits 
la ligne DcT au point R#(14), en faisant RD 

= ^ (104) : donc, puisque ( 47 , Iw. i) 

(Di)*»=(DR)*-f-(ôR)*, 

■ • i5.. 
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on atira * 



3 i3— 4v/3» 

'.f 



(iR)*=(Di)«— (DR)*=4— 3 
et de là 

i.R = ^5— i',^et dE = v/3.- 

Donc par la^démc^tration d^^a ^lution^^e 
point b est me dMextrémités Ài carré : 0 ^ le.^ 
trouvera de mêirç avec les centrés D et £ et 
avec les deux rayons aK et BD, co(}i|pe^ans 
la ^première partie de Ik IF solution ; * puis 
les deux triangles CAe , CBé ayant tous leurs., 
côtés respectivement égaux , on^ aura l’angle 
CBi = CAe (8, AV. i ) = CBA; d’où le 
point e sera sur la ligne BA, et sera une * 
autre extrémité du carré, l^nfîn , comme , 
dans cette seconde solution, les droites Cô , Ce 
sont les mêmes de grandeur et de position que 
dans la première solution , et qu’on a aussi 
dans la première solution Cd—ed, Cc — bc 
à cause du triangle équilatéral Ccd et de la 
ligne cc? parallèle à AB (2 , AV. 6^, les points 
d et c seront déterminés dans cette seconde so- a 
lution comme dans l^première. 
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* PROBLÈME. 

. • • 

162.^ Inscrire dans le carré ABLF (fig. 8o) 
‘un triangle équilatéral ^ qui a un angle B à 
l’uji des angles du carré. 



/" Solution. Du centre A et du rayon AB 
soit décrite la demi-circonférence BFE, en’ 
faisant à FB = FE; éoit fait aussi’ à BE'=BQ 
— EQ : si .l’on veut se servir des sections 
des côtés donnés du carré ; du centre F et du 
rayon FQ soit décrit 'tin arc^qui coupe deux 
o^tés du carré aux points 'M et N , les points B , 
M, N seront les somna^f^ des- angles du triangle 
cherché. ’ 

A 

•Démonstration. L’angle QAB étant droit 
(85), on aura 



^BQ)* = (AB)«-f-(AQ)‘ (47, 
et faisant pour abréger AB= i , on aura 
4=fii + (A.Q)‘; 

d’où 

-'AQ = = AQ — AF 

= ^/3 -^,1 = FM = FN; 

d’où 

' '(FM)* = (FN’)* = 4-:2V'3; 
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et par conséquent, 

(MN)* = (FM)* + (FN)* = 8 — 4v/3; ‘ 

.ènsttite, comme on a 

LM = LF^FM=i— (v/^i)=2— 1/3,’ 

on aura 

(LM)*=7-4v/3j 

d'où 

(BM)*= (BL)*+ (LM)’* 8— 4v/3 = (MN)*. 
On démontre de même que (BN)*=(MN)* : donc 

BM = MN = BN. 

* 

'//' Solution. Si l’on ne suppose données que 
les quatre extrémités A , B , L', F du carré , 
après avoir trouvé comùaé dans la première 
solution le point Q, soit décrite du - centre 
F et j^ec le rayon FQ la circonférence 
QRSNM; puis faisant à FQ = QRî=^RS 
= SN, du centre B et avec le rayon B N soit 
coupée cette circonférence au point M ; les 
points B , N , M seront les sommets dé^ angles 
du,’ triangle cherché. 

Démonstration. L’arc QRSN est la moitié 
de la circonférence (i5, liv. 4) : donc le point N 
est sur la droite .QFA, 'et est aussi éloigné 
de F que dans la première solution ; donc il est 
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le -même. Le point M se trouve aussi dans la 
première solution , comme dans la seconde , 
à l’intersection des deux arcs décrits des cen- 

• 

* très F et M et avec des rayons égaux à FQ 
et^à 6 N : donc il est le même , donc , etc. 



PROrtÈHE. 

$ 

163. Dans un triangle équilatéral dont les 
sommets p , q ^ R sont donnés , inscrire un 

hexagone régulier. 

• 

Solution. Divisez la distance QR (Jig. 8 i) 
en trois parties égales aux points c et d { 68 ) ; 
des centres cet d et du rayon cd décrivez deu.\ 
arcs qui se coupent en A j du même rayon ét 
du point A pris pour centre décrivez un cercle ; 
faites sur la circonférence k de = cB=BC 
= CD=i=DE; les points B, C, D, E, e se- 
ront les sommets de l’hexagone inscrit. 

Démonstration. Le triangle BcQ a ses côtés 
Bc et Qc égaux aux côtés Kd et cd du triangle 
k.dc'y de plus, l’angle compris entre ces côtés 
est égal dans chaque triangle à cause du ^ral- 
lélisme des lignes Bc etkd ( 27 , Uv. i) : donc 
ces deux triangles sont égaux (4, Uv. i), et 
l’angle cQB z=dck=z cQP ; donc le point B 

f 

« 



« 
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est sur la droite P Q. Oh démontre de la mênie 
manière que les autres points C, D,.E sont sur 
les côtés du triangle propôsé, : donc*, etc.t 



PROBT, EME. 



164. Dans un carré' donné ABLF, ins-' 
crire un octogone régulier. 

1" Solution. Si l’on veut se servir des inter- 
sections des côtés du ‘carré donné, du point A 
pris jjour centre (Jig. 82 ) et du'V’ayon AB- dé- 
crivez la demi-circonférence B CD E, en faisant 
à AB = BC = CD= DE; faites à BF=BQ; 
à EA = EQ; du rayon AQ et du centre A 
déterminez les points ô et g ; puis du même 
rayon et des centres B , L et F , coiqiez les 
côtés aux points a , d, c , e, A; ces points 
seront les sommets de l’octogone ahcdefgh. 

ir Solution. Ayant déterminé le point Q 
comme dans la première solution , du rayon 
A(^ et des points A et B pris pour centre dé- 
crivez deux arcs qui se coupent en 0 ; avec 
le même rayon et du centre A déterminez 
le point b sur le côté A B ; du point 0 jpris 
pour centre et du rayon Ob décrivez un 
cercle qui coupe les cptés du carré dans les 
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autres points c, d, e, f, g, h, a; ces points 
seront- les sommets de l’octogone. 

JII‘ Solution. En supposant que les côtés 
du carré ne^soient pas donnés , mais que l’on 
connût seulement les quatre sommets A , B , 

L > Fj, ou déterminera le point Q comme dans 
la péSnière solution; on fera à EC = EM, 

•à BF =z= BM : du rayon AM et do centre A 
décrivez un arc qui passe par lès points c et r/; 
du même rayon et du centre B décrivez un arc' 
qui passe par les points J eX g ; du même rayon 
et du centre L décrive^ un arc qtli passe par ’ 
les points Æ et a ; du même rayon et du ceutre^F 
décrivez un arc qui passe par les points ô et c ; 
du rayon AQ et des centres .A, B, L, Ç. , 
coupez ces arcs aux points bf g, d, a, Cyf, e\h; • 
points sertit les sommets de l’octogone. 

Démonstration,, Supposons , pour plus de 
simplicité, AB=i : on aura 

^AM = iv/6 (104),<AQ=l/n; 

et au moye® de l’équation (Brf)* = (AQ)* 

=: on aura 

2 ' 

- ' ' t 

(A<^-:=(AM)'=|= . = . 

donc l’angle ABrfsera droit (48,'7/V. i), et par 



4 
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conséquent le point d sera sur la droite^ B L. 
On démontrera de la même manière que tous 
les autres points sont sur les côtés du ^rré 
proposé; on aura de plus ‘ ' 



Lrf=BL — I 



’ 1 # 



et 

, (de)* = (L d)* -Jr (L e)* (4y , Uv - 1 ) = 2 (L^)* ; 

a 

• d’où l’on tire 

• t 

cîe = Le/. = V^ 2 — 1 . 

IMUis on a ' 

c</= BL— L</^— Bc BL — 2L</ 

=1 2-{-’V/2=V^2 1 : 

' donc 

cd=de. f 

» 

On démontrera de,la même manière que tous 
le#côtés de l’octogone sont égaux entre eux. 
•• De plus, les triangles Le/e, Bôc, Pi.ah,\fg 
étant égaux en tout, leurs angl^aux points 
Uy h , c , d, e,f, g y h seront. e^aux : donc 
leurs supplémens , c’est-à-dire les ànglês de 
rocto^ne,^^i^nt aussi égaux (i 5, liv. 1 ). 



;• •• 
■r: 
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PROBLEME. 



• » 

'^165. Étant donné un octogone régulier 
ABhgfFGH, trouver facilement (fig. 66)^‘ ^ 
i®. le côté d’un octogone régulier dont la sur- , 

, face soif double ; a®.*^ le côté dun octogone 
dont la surface soit triple.- • 

t 

. * . .-i ^ 

■Solution. Avec le côté AB de l’octogone 
donné , pris pour rayon , des points F et H 
comme centres soient décrits deux arcs qm ^ 
coupent en a. 

1 ®. af ou a A sera le côté de l’octogone 
double. 

a®. AB *ou a g sera le côté de l’octogbne 
tieiple. 

DémonstratUgi. Si l’on suppose AB == i , 
on aura - , . . ' 

akz=zafi= v^a (139) ; aB = ag= t/5 (2); 

» 

mais les surfaces des figures semblables sont 
entre elles comme les carrés des côtés homo- ^ 
logues (ao , liv. 6) : donc aA sera le côté d’un 
octogone double et A B celui d’un triple. 
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céométrIte du compas." 

V • • 

FROBLÉltE. 






1 6(). Dam un cercle dun rayon AB (fig. 83), 
inscrire trois cercles qui le touchent'et^e tou- 
chent entre eux, • ' * 

Solution. Dans la circonférence du cercle 
donné soit fait à AB = BC = OD =s DË 
= = rfc ; du centre B et du rayon BJ) 

soit décrit un arc qui passe par les points a, p 
et a ; du centre E et du même rayon BD soit 
^oupé cet arc en a et a; avec le même rayon, 
des centres C et c, soient décrits deu:^ arcs qui 
se coupent eij V , et des centres D et deux 
autres arcs qui se coupent en P ; des centres V 
et V et avec le même rayon soient décrj^ 
dej}x arcs qui passent par m et n ; des centrés 

et a et du rayon AB soit coupée la qucon- 
férepce du cercle donné en G, H, et en g, A; 
soit fait dans cette circonférence au même 
rayon A^ = GL^H I = gZ = hi ; soit fait 
à Aâ =BFj à IL^,LY = IY.= Zj = Z7; 
à Y^ = Fm = Fu; àDn = Dp : du cen- 
tre A et du rayon mn .soit décrit le cercle 
PSRXQT , sur la circonfér|n|e 'duquel, 
prenant un point ^bitraire P , on fasse àzPA 



f . 
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* ^=PS=SR = RX = XQ = QT, enfin, des 

céntçes P, Q, R et^u rayon pn soient décrits 
trois cercles ; ils seront tangens au cercle donné, i 
et tangens ^tre eux. ' ^ 

Démonstimion . droite IL étasit cordq: ' .r 

d’un douzi^e de la circonférence ( 32) , on ** '. 
«aura * . 

. ,IL = v/(2— l/S) (160); • 

à' . 

et comme on a (47» i ; 5i, liv. 5) 

. H . 

le carré du diamètre (Li)* = (IL)* + (II)*, . *<|f 

• * ’ ‘ . 

on aura^> - , 

4= 2 -^5^(10*; ! .. ' ' 

d’où < ^ ‘ - V 

rjt )*»2 + t/3 , et II = t/(i + V^3). 

■'‘Su . ^ 

On 'aura ensuite (20) i 

(aI)* = (aB)* — Ii.Aa=3 — v/(4+ av^S)^ 

. =3 — (i+t/5) = 2 — t/3; 

d’où \ 

aIâ=IL= t/(2— t/3). 



* • . 



• - 



On aura par les mêmes raisons 
^L=LI; 

d’où alYL sera un rhombe, et l’on aura (1 39) j* 
(aY)> = 4(«I)*-(IL)^5(IW)‘; 
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d’où 



'’^iOMKTRIF, DU OotfpAS. 
« » <» » « 

*aY = ÎL.^3 : 



' V 
k •• 



» - 



‘ mais las points I et étant également ^éloi- 
gnés du point A, les trois poic||$'a, Y, A 
seront dîinS la même droite (43); d’où- 

AY = Aa — aY=rfï/2 4lfc ^(6*— 5t/3) ^ 

" =v^-.(V'-v/D=î\/I-v/5 

= IL. , ï 

La naême démonstration s’applique à la ligne 
A^ ; ensuite le point étant sur la ^||pie a a, 
c’est-à-dire sur aA (1 5) aura Yj = ÜA Y : 

or les points V, B , A , E , t'.sont dans la même 
droite (13). Si l’on suppose pouf uç^oment 
que les'^ints m, n soient dans ra même 
droite, on aura 

* Am = AV — \mz=z2 — v^3. 

• 

En effet , si l’on compare les points C, q, V, . 
B, A, E avec les' points A, B) Q, P, p, q de 
la fig. 3, on aura dans cette fig. 83 



d’où 



VB==AE (14); 



AV = 2 et Vm = t/3. 

Ondémintrera ék même qu’on a An= 2 — v/3; 
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d’où l’oa aura * 

(Fm)* = (A7»)*^(AF)**(47, liv.*ï) • 

= '7— 4i/ 5H- r = 4(2 — /5); 

d’où 

Fm = 2v/(a— v^3) = aAY : . 

de plus on a , par la construction de la figure , 
F» = 2v/(2 — V^5); 

donc le point m sera dans la droite VA. On 
démontrera la même chose pour le point n< 
donc , puisque Am =^2 — ^/3, on aura’ 

mn = 4“”2v/3; 

r 

puis les triangles BpD , viiH ayant les cmés 
égaux entre eux ^ on aura l’angle D = DB/i 

(8, liv. i). Mais l’angle Di>n, qui est le même 
que l’angle étant égal à l’angle DBV 

(5, liv. i), on aura l’angle 0%/?= DBt' : 
donc le point p est dans la droite AE; on a 
ensuite Dn = D/i. On démontre de même que 
dn=. dp : donc comparant les points D, d; 
A, Tt, p, E de la fig. 83, avec les points A, B, 
Q, P; p, ^ de la fig. 3, on trouvera (Jîg. 83) 

pE=îAn=2— |/3; 




2o 8 GÉOMÉTKIE DiJ COMPAS. • 

* ^ • * * 

De plus, le triangle équilatéral FQR él?int 
semblable au triangle équilatéral B Dr/, et 
par conséquent aussi le triangle A BD sem- 
blable au triangle APR (ao, liv. 6), on aura 

« 

’ AB : BD :: AP :PR; 

^ * 
x’est-à-dire ‘ ^ 

y 

I : V^5 :: 4_2^/3 : PR; * 

d'où rôn ^tiré . • . 

PR = 4|/3 — ^=2ph.^ * 

« 

Donc la ligne PR étant coupée par moitié an 
point p, le point p se trouvera paiement 
sur les deux circonférences des cercles dé- 
crits des centres P et R, et^era le point de 
contact (la, liv. Z) ; qu’on ajoute ensuite à 
la droite AR :#mre = 4 — 2|/3,le rayon du 
cercle décrit du ce^re R, .ou bien la droite 
R r = np = av/3 — 3, on aura 

Ar=4 — 3=1= AB. 

» 

Donc, le point ’r sera également sur les deux 
circonférence#^ et le, cercle décrit du centre 

r 

R touchera intérieurement le cercle donné 
(il, liv. 3). On démontrera la même chose 
pour les autres cercles ; donc., etc. 
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Ce problème se trouve élégamment résolu 
avec la règle et le compas par Thomas Simpson, 
dans son ouvrage Select Exercises, etc. , Geo- 
metrical Problems , problème 1 3 . On voit qu’on 
peut , par notre construction , résoudre ce 
problème par la règle et le compas plus briè- 
vement encore que ne le fait Simpson, en me- 
nant la droite Vav , et après y avoir pris à AB 
= BV = Ev, en faisant à BD = V/n = Bp 
=zvm; puis en décrivant du centre A et du 
rayon mn le cercle PQR, et faisant tout le 
reste dé la construction comme dans la. solu- 
tion’ précédente. 

PROBLÈME. 

167. Du centre A (fîg. 85), décrire un 
cercle qui touche extérieurement les trois cer- 
cles inscrits par le problème précédent 
à un cercle donné. 

Solution. Cherchez une troisième propor- 
tionnelle aux deux droites AB, A/m (86); avec 
cette ligne prise pour rayon et du centre A soit 
décrit un cercle ; ce sera le cercle cherché, ’i 

Démonstration.^ A B étant = i , et A m 
= 2 — v/ 5 , on aura la troisième propor- 

»4 
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tionnelle= 7 — maintenant du rayon 

A'r=: I , on soustrait le diamètre qr àu cercle 
décrit du centre R , c’est-à-dire si l’on sous- 
trait 2Tip := précisément 

7 — 4v/ 5 : donc un cercle décrit du centre A 
et avec cette troisième proportionnelle pour 
rayon, -sera tangent au point q à' ce cercle 
inscrit (12, Uv. 3), et aux deux'autres cercles. 

' PROBLÈME. • . • • 

168. Inscrire dans un cercle (T un rayon 
donné AB (lig. 84), quatre cercles qui lu^ 
soient tangens et qui soient tangens entre eux. 

Solution. Soit fait dans la circonférence du 
cercle donné, à AR=BC = CD = DE, à 
BD = Ba= Ert, à Sa = BF = By, à AB 
= FN = FO , et à BD = NP = OP ; du 
centre A et du rayon a P soit décrit le cercle 
QRSTj puis, prenant un point arbitraire 
sur la circonférence, soit fait à BQ = FR 
;= ES — /T J enfin des centres Q, R, S, T 
et du rayon a F soient décrits quatre cercles: 
ils serontfles cercles demandés, 

Démonstration. Gîmme on a (27) 

BF = FE = E/=/B, 
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OU aura aussi ( 93 ) 

QR = RS = ST = TQ: 

donc l’angle TAQ sera .droU; donc 

‘ CTQ)* = (AT)*-f(AQ)* = a(AT)*. 

Puis ayant fait AB = i , on aura aussi ( 165 ) 
FP = I ; d’où AP = 2. On aura encore ( 27 ) 
Afl= j/2; d’oùaP=2 — 1/2; aF = v/2 — i j 
d’où l’on tire 

2(AT)‘ = a(«P)* = (TQ)* = 2(2 — t/a)‘ 
et 

TQ=(2 — V^2)^/2=S2 1/2 2=2(|/a — l) 

= aaF; 

donc la distance des deux centres T et Q est 
égalé à la somme des rayons des deux cercles 
décrits de ces points comme centres , donc ik 
sont tangens en p au milieu de TQ. On prou- 
verait la même chose pour deux autres quel- 
conques. Soit ensuite r le point où la ligne 
A r prolongée coupe le cercle décrit du centre R j 
on aura 

Ar==AR-l-Rr=«Pri-aF=:PF=i==AB; 

donc le point r sera sur la circonférence, du 

i4*. 
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cercle donné ; d’où l’on voit que la ligne A r 
passant par les deux centres A et R , sera per- 
pendiculaire à la tangente qui les touche tous 
deux au point r : donc ils seront tangens 
entre eux (i 5 et i6, liv. 3) ; la même démons- 
tration s’applique aux autres cercles. 




P ROBLÈM E. 



'-i'i 



■ - -Si/-. 



169. Du centre A (fig. 84 de'crire'^^urt 
cercle qui touche les quatre que l’on vient 
d’inscrire (168) dans un cercle donné. 



1 Solution. Cherchez une troisième propor- 
tionnelle aux deux droites F P, Fa (86) ; avec 
cette ligne prise pour rayon et du centre A soit 
décrit un cercle , il sera le cercle cherché.’"'*'* 
^‘ Démonstration. PF étant égal à r, éf Fa 
== ’(/2 — I V on aura la troisième prdpdrfion- 
"^helle == 3 - — 2^2 : or soit q le'[ point pu' le 
rayon A r coupe le cercle décrit du centre R'; 
qr 'ed sera’ le diamètre = 2 aF = 2 
soustrayant de i = Ar cette valeur ;^on auta 
Aç=:3 — 2^' 2 = cette troisième propor- 
tionnelle, donc le point q sera dans les deux 
circonférences ; mais il se trouve dans 1^ droite 
AR} 'donc la' perpendiculaire à cette droite 
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sera tangente en q aux deux cercles, lesquels 
se toucheront au point y (i5 et i6, liv. 3). 
On démontrera la même chose pour les autres 
cercles. 

PROBLÈME. 

170. Trouver (fig. 85) un arc de cercle 
dont le cosinus égale la corde. 

Solution. D’un rayon AB qu’on faît= i soit 
décrit l’arc BCDE, et soit fait à AB = BC! 
= CD = DE = DP =CP ; soit fait ensuite à 
BD = B<z = Ea, et à Aa = BF ; du centre B 
et du rayon P F soit décrit un arc qui coupe 
l’arc B-C en Q; l’arc BQ sera celui que l’on 
cherche. 

Démonstration. Les points A, F, a, P sont 
dans la même droite (1 3) ; puis les points B , 
A , D , P étant tous éloignés du point G de la 
distance CB , sont dans la circonférence d’un 
cercle qu’on décrirait du centre G et du rayon 
CB ; comme on a de plus à CB = BA = AD 
= DP, BCP sera le diamètre de ce cercle 
(i5 , liv. 6) , et l’on aura P A = ; d’où 

PF= I =BQ.‘ 

1 

Si maintenant l’on abaisse sur A B la perpen-. 
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diculaire QR, on aura (i3, Uv. a) 
(BQ)*=(AO)‘ + (AQ)*— aAB.AR; 
c’est-à-dire 

(v/5 — i)* = 4"“3V^5 = a — aAR; 
d’où 

AR= v/3 — i = BQ, 

ainsi qu’on s’était proposé de le faire. Ces der- 
niers problèmes sont d’Ozanam , qui les a ré- 
solus avec la règle et le compas. ‘ 

PROBLÈME. 

171. Étant donnés les axes BE , MN 
(fig. 86) dune hélice ^ décrire autour deux 
un ovale composé de cercles qui soient tan- 
gens entre eux. 

Solution. Du centre A où les axes se cou- 
pent et du rayon AB qui est la moitié du plus 
grand axe , soit décrite la demi-circonférence 
BDE , et soit fait à EA = ED ; du centre B 
et du rayon BD soit coupé l’axe BE en ; 
du centre A et du rayon AM soit coupé le 
demi-axe AE en m; du même centre A et du 
rayon Ac? soit décrit l’arc de , et soit fait à 
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E m = ; des centres <i et e et d’un rayon 

pris arbitrairement , soit coupé l’arc BDE en «T 
et £ ; du centre A et du rayon cT e soit coupé 
Taxe BE eu P et Q ; des centres P et Q et du 
raypn PB,= QE soient décrits les arcs FBy, 
GEg/ et soit fait â PB = BF = B/= EG 
^ Egj soit fai^ jcnsuite à PQ = PR = Piç- 
^ QR==Qr y puis 4u, centre R et du rayon RF 
soit décrit l’arc F G qui passera par M; enfla 
du centre r et du rayon RF = ry soit décrit 
l’arc J"g qui passera par N , et foute la cons- 
truction sera faite. ’ ' 

PfToo^»^ion. tes triangles BFP, PQR 
étant équilatéraux, les angles BPF , QPR 
seront égaux (8,' &V: i) j et les deux lignes 
FP,iPR forraerout pne droite, parce 

que les deux angles FPA -f- AP R sont égaux 
aux deux angles FPA-f-APN (i 3 et 14 , Uvt^x)i 
donc les deux aires BF , FG seront tângens l’un 
à l’autre en F (i5, Üv. 5). La même démonstra- 
tion s’applique aux points de contect f, G, g. 

Soit fait ensuite pour abréger Alt = i , cjn 
aura 

™ BD S3t (2) = Bz/ ; V ■ /. ^ U A 

d’où 

Az/= y^3 — i; oo'b 

. ; ' s/ -, I •H" ! 1/i A -f- A)! 

et comme on a'^(93) > . 
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kd : de :: A<T : cTe , 

on aura encore en multipliant les deux termes 
du premier rapport par v/5+i (4, Uv. 5), 

\d(\/5 t) : de (v/3-4- I ) :: AcT : d'e-; 

puis substituant les valeurs numériques de A.d 
et AcT, et exécutant la multiplication dans le 
premier terme , on aura 

a : rfe(v/3+ i) :: I ; cTs; 

d’où 

a«rfi = 2AP = + i) = PQ = PR. 

De plus, PRQr étant un rhombe, on aura (1 39) 
(Rr)*=4(PR)* — (PQ)* = 3(PR)‘; 
d’où 

Rr = PR.t/R = «^e(3 + ^/S) ; 

et 

RA=ii/e(5-l-v/3). 

On a ensuite 

AM=Ato= AE — E/n=AE — dez= \ --de ; 
d’où 

RA AM = I -f- - ( I -J” V^3 ) j 
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OU bien 

RM=i+-PR; 
et comme on a 

PF = PB=: I — AP= I —iPR, 

on aura 

PF-f PR=i +-PR, c’est-à^iire, FR=RM. 

Donc l’arc F G passera par M : on ferait voir de 
même que l’arc passe par n ; donc , etc. 

ï ,\ PHOBLÈHE. 

, , J ,M ■ 

172. Décrire ( figure 87 ) une spirale 
B LEMF N GP H, j^compo^âe de plusieurs arcs 
de ^cercle. * ^ , 

i * ■ * 

Solution. Soit BE=BF la distance qu’on 
veut donner aux révolutions de cette spirale ; 
àpi^s avoir divisé' BE en deux parties égales 
au point A ( 66 ) » de ce point comme centre 
et d’un' rayon AB Soit décrite la demi-cir- 
cdnférence BLE .(64); du centre B et du 
rayon BE soit décrite la’ demi-circonférence 
EMF ; soit encore décrite du centre A et avec 
létrâyon AF la demi-circonférence F N G; soit 
encore décrite du centre B et avise le rayon 
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B G la demi-circonférence GPH; on pourrait 
ainsi continuer cette spirale ^ l’iofini. 

On pourra de la même manière doubler cette 
spirale ; en décrivant des centres A et B alter- 
nativement les demi-circonférences ble, emfy 
fng, gph, etc., après avoir pris le point b à 
unedistance arbitraire de B sufla ligne AB(73). 

Ce problème n’a pas besoin de démonstra- 
tion, 

PROBLÈME. 

173. Trouver y/\/^ et v/v/3. 

Solution. Avec le rayon AB = i et du centre 
A décrivez (Jig. 88) la demi-circonférence 
B CD E , en faisant àAB=BC = CD = DE,* 
puis faites à BD=;:Ba = Eiï, à Aa = BP, 
à AB = EP ; marquez sur la derni-circonfé- 
rence les points H, I, K, en faisant à la même 
ligne AB = aH = HI = IK. 

Des centres E et H et du rayon AP soient dé- 
crits deux arcs qui se coupent en L et M; 

on aura LM = y/ 1 / 2 , ^ f 

Des centres a et K avec le rayon AB, soient 
décrits deux arcs qui sê coupent en Q.et R; 
on aura QR = \/\/ 3 . ' 
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Démonstration. ELHM étant nn rhombe, 
on aura (1 59) 

(LM)* = 4(L H)* — (H E)‘ = 4(A P)* — (A E)*. 
Mais, 

(AP)«=i(i04), (HE)*= 2 — v/a(50 et 36) : 
donc 

fc (LM)*=^/2; 

d’où l’on tire 

LM== \/v^3. 



aQKR étant aussi un rhombe, on aura égale- 
ment 



Mais 



(QR)- = 4(aQ)--(flK)‘. 



(AQ)*=:(AB)-= I ; {aK)‘=4J- v^3(l60) : 
donc > ï 



d’où l’on tire 

’ J ^ 










174» On pourrait, par de semblables arti- 
fices, obtenir les racines quatrièmes des autres 
nombres entiers ^ sans employer ' la méthode 
de trouver les moyennes proportionnelles (99). 
Pour avoir \Z\/st pM* cette méthode,' on au- 
rait eu à trouver une moyenne proportionnelle 



entre i et i/a, ou entre - et ou '.entre 

/ 
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deux autres quantités qui , multipliées lune par 
1 autre, fussent égalés à ^/a. Mais cette marche 
serait beaucoup plus compliquée. 

En cultivant cette Géométrie du compas, on 
en retirera de très grands avantages. J’ai sur 
cette matière d’autres recherches toutes prêtes 
qui pourront trouver place dans un ouvrage 
plus étendu que celui-ci. Voici une applica- 
tion du problème précédent, relative à la py- 
ramide tétraèdre régulière. 

PROBLÈME. 

175. Étant donné le côté AB dune pyra- 
mide tétraèdre régulière S ABC (fîg. 89), 
trouver, 1®. sa hauteur; 2°. le côté dun carré 
qui lui soit égal en surface; 3“. le côté du carré 
sur lequel il faudrait construire une pyra- 
mide qui eût pour hauteur le côté de celle 
proposée, pour quelle lui fût égale en soli- 
dité; 4** <^oté du carré sur lequel il fau- 
drait construire une pyramide de hauteur 
égale à celle de la pyramide proposée, pour 
quelle lui fût aussi égale en solidité; 5°. le 
rayon dune sphère circonscrite. : ; ' 

Solution. La figure 88 étant construite avec 
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le rayon AB , comme dans le problème 173 , 
du centre B et du rayon B a soit décrit l’arc 
aN, et soit fait à Aa =EN ; des centres A et E 
ayecle rayon AN soient décrits deux arcs qui 
ae coupent en «; du même rayon «A coupez 
la demi-circonférence BCDE au'point S. Enfin 
divisez en deux parties égales L^f au point 
m ( 66) , ainsi que QR en i BS sera la hau- 
teur de la pyraipii^ j 2 “. QR sera le coté du 
carré qui lui est égal en surface; 5°. Mm sera 
le côté du carré qui forme la base -d’une py- 
ramide de hauteur égale au côté de celle pro- 
, i: no., I ° 

posee , et qui lui est égalé en solidité ; 4“-' Qç 
sera le côté du: carré, qui sert; de b^ à une py- 
ramide égale en hauteur et en solidité à celle 
proposée; 5“. AN est le diamètre d’une sphère 
circonscrite. ‘ > 

Démonstration. Si du sommet S de la pyra- 
mide on abaisse une perpendiculaire Sm sur le 
côté AB , à cause du triangle éqûilaléral SAB, 
elle coupera par moitié au point m' la droite 
AB ( 12 , Uv. 1 ). Donc si, sur la base ABC, on 
élève au point m de la droite AB la perpendi- 
culaire mT, elle passera par C(ii, liv. i), et 
contiendra le point T où tombe la perpen- 
diculaire abaissée du sommet S sur la base 
(il, Uv. II). On démontre de même que le 
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point T est dans la droite B n , qui divise en 
deux parties égales le côté AC. Soit menée la 
droite mn , elle sera parallèle à BC ( 3 , 6) , 

et le triangle Amn sera équiangle au triangle 
ABC ( 37 , i), et BC sera double de mn 

( 4 , 6 ); puis les triangles BCT, mnT au- 

ront les angles égaux chacun àcha^xm, et l’on 
aura ( 4 » hV. 6 ) 

BC : mn :: CT : toT. 



Donc CT est double de mT ; d’où wT 
= ~ Cm ; puis faisant AB = 1 ., on a 

O 

Cm = Sm=:^\/5 (104): 

donc 

Tm=i/3. 

De plus, comme on a 

CSm)‘ = (mT)- + (ST)‘ (47, .), 



c’est-à-dire 
on aura 
d’où 
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Ün,a ensuite (Jig. 88) ■ 1 

AN = iv/6(104) = ^5 = ,^? = A„,, 

on a aussi (^g. 8g) 



kn ; A'S :: AS : SB (86); ‘ , 

■iJ ili ; ^ I ;>!i; ■ ■ I 

c’est-à-dire 

■‘"•'j 

d’où^l’on a 

■SBsttv^|i: 3 î‘STî!;;<ù' ...... 

■n." ,!m;/ yîlKUi'U^iJ ytJn'i.viy. n 

ce, qu’il i^'montrÆ^^ 
iEnsuile la sûf&Ce 'de la pyramide .tétraèdre 




est .égale au ^q^druple de la surface de la 
base ABC (jig. 8g )f laquelle^ étant égale 



à -AB. Cm = y ^/3 (4i f Hv. i), sera la sur- 

2 4 .. 

face de la pyramide = v/3; d’où le côté du 
cafré qui lüi est égal =ü: Vv^ • Mais dn a (jîg; 88) 
Q'Rtt±s \/t/3 (475) : donc QR est le côté du 



carré cherché. C.Ajr'F.' 2 ^.'D.‘->'>iHvü , >vVô'.^^ 



Dans les pyramides égales, les bases étant 
èa -faison' idVei^‘des^.bààtèùrs'( g',' ÙV. i â ) , 
Ôù-âùra ' ' -éAj K 

oUi-7^1: ^ :)8xïia/. V •Hr^.k'î fij >ra:>n 

*' t/5 î Ju/base de, H pyramide 

qui -a pôur hauteur AB =s= ni> 
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d’où la surface de cette base = ^ 2 , et le 

côté du carré de cette surface = ^ 



= Mm (173). C. Q. F. 5°.D. 

Les pyramides de hauteur égale étant entre 
elles comme leurs bases , le carré qui est 

égal au triangle ABC = ^ y/S aura pour 

côté ^ \/v/ 3 = Q 7 (173). C. Q. F. 4 ».D. 

Enfin le carré du diamètre de la sphère cir- 
conscrite à la pyramide tétraèdre vaut une 
fois et demie le carré du côté de la pyra- 
mide ( 1 3 , liv. 1 5 ) , c’est-à-dire le diamètre 

= y/ ^ : il est donc égal à AN. C. Q. F. 5°. D. 



PROBLEME: 



1 76. Étant donnée , la hauteur S T 

(fig .,89 et 88 ^ d!une pyramide tétraèdre ré- 
gulière y trouver son côté AB. ' 

. I 

A. ' 

Solution. hyQC.xm rayon AB {Jig^ 88 ) égal 
à ST {Jig- 89 ) , soit décrit le demi-cercle 

BCDE en faisant à AB = BC = CD = DE; 

» 

du centre B et du rayon BD soit décrit l’arc 
DNa; du centre E et avec le même rayon 
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soit coupé cet arc au point a ; du même centre 
et avec le même rayon A a soit coupé le même 
arc en N; AN sera le côté cherché égal au 
côté AB de la figure 89 . 

Démonstration. On a, dans la figure 88 , 

AB ; AN :: I : (175); 

et comme on a ' 




ainsi que cela se démontre en égalant le pro- 
duit des extrêmes au produit des moyens, 
on aura 

AB;AN::^|:,; 

c’est-^-dire que AB est à AN dans le rapport 
de la hauteur de la pyramide tétraèdre à son 
côté (176). Donc , etc. 



PROBLÈME. 

177. Diviser (fig. 90 ) la ligne AB= i en 
cinq parties égales , lors même qu’on ne peut 
pas avoir une ligne quintuple «fe AB, comme 
au M” B9. 

' t ’ i 

Solution. Après avoir, du centre A et du 

i5 
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raj(pr\ AB J, 4®crit le cercle BD/> , çt avoir 
fait (Jauf sa çivGpnfçVpncp à Ap,?= B,|C =^ C,B 
PE; et à BD i= Bæ = B«ç =F Ef* Eflf > 

soit du centre a et du rajon ppupép la 
circonférepp^ g •, de ce point g comme 
centre et du mén\e rayon mit décrit l’arc A.na; 
maintenant du centre (t et du rayon BE soit 
coupé cet arc en n ; du centre B et du rayon a^n 
soit coupée la circonférence en P et^ ; des cen- 
tres P et P et du même rayqn ^B soient dé- 
crits deux arcs qui se coupent en Q ; A Q sera 
un cinquième de AB, et sera placée sur sa di- 
rection. 

Démonstration. Si l’on prend un point « 
sur la direction de A E , et qu’on ait A u= Aa , 
pn aura , à caqse des angles droits a Au, a Au, 

' [au)^ = 2 (Aa}'= 2 (aA)* s= (au)* == 4 = (BE)* ; 

d’où ’ . . > 

au^ a« = BE = a«; 

puis les angles égaux gAB, gAa valant chacun 
la moitié 4’uu aqgle droit (3Q)> les angles ^Aa, 
g Au égaux éntre eux vaudront chacun trçis 
fois la moitié, d’un angle droit. D’où les deux 
triangles gAa, g Au ayant un angle égal com- 
pris entre côtés égaux, le troisième côté ga 
avssi égal aq ti-pisièpie côtpg^< (4, i) : 
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donc un cercle décrit du centre g et du rayon 
ga passera par le point u , et sera concentrique 
au cercle A «a. < 

On a ensuite g a ?= i/5 (185); et comme 
an = uitf on a (95) 

ga : gA :: au : na; 

•>' -A , 

c’est-à-dire 

l/5 ; I 2 : na • 

w«iwra 

..■• DU'ih i netsss—' 

— 1/5 ’ 

•'dua.aii 1 d s- “ 

d’où aussi chaque cètédu rhonabe PBpQsssna. 
= 1/5 f compare les points P, B, 

p, Q, A de la fig. 90 avec les points A, /», B, 
P, Q de la fig. 3 , on aura pour la fig. 90 

RQ,BAa=<RP)* (19), 

c’est-à-dire 

, - 

d’où AQ qui est dans la même droite ( 15) = g. 

178. Ce problèpae^ qui a' une solution assez 
simple , devait trouver place ici à cause de la 
division décimale qu’on exécute en divisant en 

i5.. 
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deux , puis en cinq ou réciproquement. Le 
problème suivant est aussi de quelque utilité. 

PROBLÈME. 

1 79. Former ( fig. 90 ) «n triangle rec- 
tangle dont les côtés soient en proportion arith- 
métique. 

Solution. Après avoir fait la construction 
de la solution précédente (1 77) , du centre E 
et du rayon £Q soit coupée la circonférence 
en N; le triangle BNE sera le triangle cherché. 

Démonstration. Ce triangle sera rectangle 
(5i , liv. 5) ; puis faisant AB = i , on aura 

EQ = EA -t- AQ = | = EN; 
de plus on a (47 > Hv. i) 

(BE)*=(EN)* + (BN)*, 
c’est-à-dire 

4 = 3 + (BN)', 
on aiura donc 
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d’où l’on voit que les côtés EN = BN = |, 

BE= ^ seront en proportion arithmétique. 



' RROBLÈUE._ 



' • 

480 . Former (fig. 91) un triangle rec- 
tangle dont les côtés soient en proportion géo- 
métrique. J-, 



Solution.- "ÈitL centre A avec un rayon AB 
soit décrit un cercle BDt/> et soit fait dans sa 
circonférence à AB = BC = CD = DE = Eif 
=idc; soit fhit ensuite à BD== B*a=En et à 
A.a=Db=db == C /3 = Cj8; maintenant dtt 
cenb’e £ et 'dû rayon b^ soit coupée la cir- 
conférence dû cerdeten Nj'lé triangle BNE 
sera le triangle cherché. -•+•! ■ 

Démonstrc(.tion. La ligne AB est divisée en b 
en moyenhe et extrémè i^où ( 46 ) : donc si 
l’on fait AB t= I , A ôs= JC., on aura 

• O 



Bô = 

, K \| , 



•X 






et x* = 



^ JC * 

9J» 



et clivant cette dernière équation , 

V /• s 
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d’où résulte 



ù^z=aAÙ=v/5— I =EN' 
on a ensuite (3i , Iw. 3) ( 47 , ÙV. i) 

(BE)‘ = (EN)‘4'(BN)‘; 

c’est-à-dire 

4 = 6-at/5-t.(B,N)*, .• 

d’où l’on tire 

(BN)‘=a(|/5— 0 = BE.NE; 

donc on a (17 , ÙV. 6 ) 

BE :BN :: BN ;NE: 

donc, etc. 

181 • Lemme. Si l’on fait les côtés des cinq 
polyèdres réguliers =: 1 ; on aura le rayon 
d’une sphère , . 

au tétraèdre 

2 V a' ^ 

âu cube ==i\/5, 
à l’oètâèdré = ^ |/a , 
au dodécaèdre = ^ t/3.(v/5-4-i)> 
à l’icosaèdre = ^ 
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UDëinoi^tratioh. ,Lè ea±tâ dU dkmèti'ë de kl 
sphère circonscrite à la pyramide comprise entre 
quatre triangles équilatéraux, vantai ftV. -iSJ 
une fois' et demi 'le carré du côté de là pjra-** 
rpide y c’est-à-dire ^en faisant le côté= i , le dia- 

mètr^estégalà y/ d’où le rayon 

"^Le càtrë du diâtnèttie de la sphère circbnsh 

crite au -Cube taut (,î, 5, ôV. i5) trois fois le 

carré du côté de la pyramide , c’est-à-dire le 
, . .1 *f . 

diamètre = j/5 j d*où le rayon =j - ^ 3. 

Le carre du diamètre de la sphère circons- 
crite à l’octàèdre (corpà régùliér térriiitié par 
huit fa cés qui 'sont toutes des triangles ’éqOila-i- 
féràux) , est' ( 1 4 , ’hV. i 5 ) double dü 'carré dd 
càlé d’un de ces triangles c’esl-à-dirè le dia^ 

mètre b= . a ; d’où le rayon = - a. <nj 

Là spHèrë circdtièfcritè àri dbdécâèdve (corps 
réutiliser , tétminé par douze fiices qui' sonl 
toutes dés péhlagOneSrégdliérs),' est au^si cir-( 
ctitiscrité’(i'7, t^) à un cubé qui a pour tôtd 
une diagonale de’ceS pentagohès.' Mais sî'roiï 
fait 64)^lëcôté'AB==i i ; là diagonale Blüî 

du pentagone ABLMN ~ - ( y' 5 H- i ) ; en 

effet, on a (137) 
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BN=AE=A^>-|-AE=^ (v/ 5 ~i)H-i ( 180 ) 

= i(V/5-f-0: 

donc B N ou la diagonale d’un pentagone qui a 

le côté = I , est égale à ^ ( \/5 -|- i ).' Si sur 

cette ligne on forme un cube , on aura le carré 
du diamètre de la sphère qui lui sera circons- 

crite= 3 (BN)*, et le diamètre=-( K 5 +i). 
donc le rayon de la sphère qui comprend le do- 
décaèdre l/ 3 .(v /5 ■+• i)- 

Si AB est le diamètre de la sphère qui com- 
prend l’icosaèdre {fig. 92) , et qu’après avoir 
pris sur ce diamètre AC=4CB, et élevé la per- 
pendiculaire C D qui rencontre en D la demi- 
circonférence ADB, on décrive avec le rayon 
DB un cercle, et dans ce cercle un pentagone 
régulier, le côté de ce pentagone sera ( 1 6, ôV. 1 3 ) 
le côté de l’icosaèdre (corps régulier terminé 
par> vingt faces , qui toutes sont des triangles 
équilatéraux); or le côté du pentagone est au 
rayon du cercle circonscrit comme B ô est à B A 
(Jig. 12) ( 40 ) : mais faisant AB= 1 , on a 

- ■ Aô = i(v/5-^ i); 
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( A4/= i (6 - J v/5) = i (3 - v'S) ; 

(B4)‘=(ABy+(A4)- (47, AV. .)=^!;5; 

d’où l’on aura 

; AB :: . 

mais on à . 




donc supposant le côté de ' l'icosaèdre = i , 

I 1 . i ' : ' • * 

on aura 



BD(Ag.9=)=y(^‘^). ■ ■ ■ 

; ‘ ! *' !'•- 

On a ensuite . • : . ' 

f. > . • •• ■ ...... • I 

(AB)*==5(BD)‘ (i6, 

O.:.-;,:,, - 

donc I I ' 
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; PROBLÊMBt- <■ 

i 82- Étant donné le côté A B des cinq corps 
réguliers (fig. q5) , trouver lé rajron des diffé- 
rentes sphères qu’ils comprennent. ^ i , i. . 

Solution. Du centre A avec le rayon AB soit 
décrit le cercle BDc?, et soit fait dans sa cir- 
conférence à AB = BC = CD = DE=:Erf; 
soit fait ensuite à BD = Ba=Ba=Ea=Ert; 
du centre a et avec le rayon aa soit décrit l’arc 
aP ; du même centre et et avec le rayon et B soit 
décrit l’arc Bpqs; du même centre et et avec 
le rayon AB soit décrit l’arc grt; du même_ 
centre et et avec le rayon BE soit décrit l’arc 
M QR S T ; des centres D et d avec le rayon A a 
soient décrits deux arcs qui se coupent en h ; 
du centre E et avec le rayon Ah soitcoupéfe 
la circonférence en L; soit fait à AB = aP 
==MQ; àAa==MR j'à E6 =±i MS; et à liL 
= MT ; soi t fait ensuite à æB = P p ; à MB = 
s= Sj; et à Mg- = Rr= ' 



Bp 


r ' .■■y:,-. ..| 


file tétraèdre, îf/ 


Bq 1 


[ sera le rayon 


1 le cube, 


g'' 


> de la sphère < 


. l’octaèdre. 


B^ 1 


1 qui comprend 


1 le dodécaèdre. 


g^ , 


1 1 


[ l’icosaèdre. 
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Démonstration. En faisant AB = i , on a 
aü =ï= 2 (i 00) > fltB == \/3 ; 
on a ensuite 

Ota : «B :: aP : B/j ( 93 ) ; 
c’est-à-dire , 4-. t t :i 

2|/2 : v /3 :: 1 B/>; 1 . î t 

on aura donc ; T f«; ;; ; I^;s> 

On a aussi ( 93 ) 

cest-a-dire -, “ ~ 

2 : i /3 ^ou B|^== - t/ 5 . 

On a de ménae*^^ 

. jiivnj>‘woO-) •m:i| !y 

atM crMR : gr; 

• -"é • ; \ 

c’est-à-dire 

2:1:: t^ayr^d’ougrrtasi t/2; ^ 
Pfl>iççalenwnt^ 

,C[‘i üatifici^ib a;*I înod 

: WB t: MS t Bi'.' 
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Mais 
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lVfô= 6E = l(j/5+i) (181); 

donc 

2 ; >/5 ^(i/5+ i) ; Bj; 

d’où 

Bs = iv/3.(,/5 + .). 

Ou a enfin i : . 

aM : ag :: MT : gt-, 
maisMT=zBL. \ 

Déplus, (BL)-=CBE)'-(EIJ-(3,, l.Z,4y,U),, 
c’est-à-dire , 

(BL)‘=(BE)‘— (Ai)*=4— i(3— y/5) (181) 

2 ' . ■ i 

d’où 1 

'bl=mt=^(î+-V15); - 

et par conséquent ' ' 







Donc les distances Bp, Bq, gr, Bs, gt se- 
ront respectivement les rayons des sphères qui 
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comprennent les cinq corps réguliers, savoir ; 
la pyramide , le cube , l’octaèdre , le dodé- 
caèdre et l’icosaèdre. 

1 

PROBLÈUK. 

183. Étant donné (fig. 94 ) le rayon AB 
de la sphère qui comprend les cinq corps ré- 
guliers , trouver leurs côtés. 

Solution. Du centre A avec le rayon AB 
soit décrit le plus grand cercle de la sphère 
BDi/, et soit fait dans sa circonférence à A B 
= BC = GD=DE = E£/; puis à BD = Ba 
= Ea , et k k.a zzs.'Bh — dh\ soit fait ensuite 
dans la circonférence à AB = aH, et à Aa 
= EF=HA; du centre a et avec le rayon aE 
soit décrit l’arc ESQP ; du même centre a et 
avec le rayon ah soit décrit l’arc hT ; soit 
fait à Aa = EP; à AB EQ: à A 6 = ES j 
à èF = AT. Puis, soit fait à EL = Pp = Qÿ 
= Sj, etàAL = T<: 

Lp sera le côté du tétraèdre, 



Lq du cube, 

Aa de l’octaèdre, 

Lf du dodécaèdre , 

ht de l’icosaèdre. 
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jP^fnqnstix^tion. On a Tare EA ôgal à un 
huitième de ïa qirconférence (30)} d’où ah 
= v/5 (185)} et comme l’angle droit bSJt 
est le même que B AF , parce que le point b 
est sur la ligne AE(13« 6F sera le côté 
du pentagone (40), et A 6 le côté du déca- 
gone inscrit au cercle BD^ (41)} faisant donc 
AB SS 1 , on aura 

A6 = i(v/5-i) (180) 
et 

(^B)‘ = (AF)* H- (A6)« = 1 4- ^ (6- 2 1/5) 

“■ 2 » 

d’où 

On aura ensuite 

aE : fïL :: EP : L/> (93) , 

c’est-à-dire 

v/5 : 2 :: v/a : Lp : 
donc on aura 

!'/’==■ \/l- 

Or le rayon de la sphère est au côté du té- 
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traèdre quelle contient comme - 1/ ^ i (^ 81 ) 

:: I : : donc faisant le rayon AB de la 

sphère = i , L p sera le çôté du tétraèdre qui 
y est contenu. ' ' ' . ■ ' 

Qa î^ura aussi ( 95) 

; : I : : ^ î » . o !- 

' aE : àL :: EQ : , 

c’est-à-dire ' 

V/5 ; a :: I :^Lç; d’où Lç=s2-y/ 

Or le rapport du rayon de la sphère au côté du 

cube qui y est qoqteup^ est 

' * * '* * * 

^ t/3 : I (181)' :: i": 2^5; 
donc , etc. 

On aura de même Aa == v/2 pour côté de 
Toctaèdre ; car le rapj^rtdu rayon de la sphère 
àù'côté’de rôctàèdre qui '-y ést contenu, est 

‘ ■ » ■•'.f) V . .ir '■ ' 

^ V^2 : I (181) :: i : t/2 : 

0'- . .. - ' 
donc etc. ‘ ' . ■ 

On aura également >t-, >f- 

aE : ah :: ES : Lj, 

c’est-à-dire 

v/5 ; 2 - (v/5 — i) : Lj; 



) 



Digilized by Googli 




a4o 

d’où 



GÉOMÉTRIE DD COMPAS. 



Ls = 



V/5 — I 
~VT- 



Or le rapport du rajon de la sphère au côté 
du dodécaèdre qui y est contenu, est 

it/5.(i/5+.):,(i8D :: i : 

donc , etc. Enfin , on aura 

ak : aL :: hT : Lt (95), 

c’est-à-dire 






d’où 



= 3 






Or le rapport du rayon de la sphère au côté de 
l’icosaèdre qui y est contenu , est 



donc, etc. 




Digilized by Google 




LlVRt üNZIEMK. 



I 



PROBLÈME. 

184. Étant donné un point B sur la cir- 
conférence dun cercle donné (fig. trouver 
deux autres points L ei M ^ tels que le triangle 
B LM soit équilatéral et touche le cercle par 
le cote' LM au point E qui en est le milieu. 

Solution. Soit fait dans la circonférence du 
cercle donné à son rayon AB = BC = CD 
= DE=Ecf; puis, soit faità BD = B<ï=Ea: 
du centre a et avec le rayon «A soit décrit un 
arc qui passe par a; du centre E et avec le 
rayon EA soit décrit un arc qui coupe le pré- 
cédent en a J dû centre a avec le même rayon 
oE soit coupée la circonférence en P. Puis, du 
centre E et du rayon EP soit décrit un arc 
qui passe par L et M j, des centrés D et d avec 
le rayon aP soient décrits deux arcs qui cou- 
pent le précédent en L et M ; les points L et M 
seront les deux points cherchés; - - = • ' 

Démonstration. Si l’on compare les points 
a, A, E, «, P de la lîg. g5 avec les points Q, A, 
/», B, P de la fig. 3, de l’équation' 

(AQ)*==(Ap)*-4-(pQ)*~ pP.pQ 

i6 
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qui appartient à la fig. 3, on tirera pour la 
fig. 95 celle-ci 

(Afl)‘=(AE)*-f-(Ea)* — EP.Ea; 

et substituant les valeurs numériques ( 27) 
2=1+3 — EP. t/3 , 

d’où] 

2 = EP.i/3 et EP = ? t/3; 

et comme les trois points E , P , a sont dans 
la même droite (13), on aura 

Pa = Ea — EP = î t/3. I 

Si l’on suppose menée la ligne BE qui coupe 
en R la ligne Jid, on aura (104) 

BR=? RD =î v/3, BE=2; ’ 

d’où la quatrième proportionnelle aux tro^ 

lignesBR, RD, BEsera égale à|t/3 = EMl 

On aura aussi (104) RE= ^ , BD= t/^ (2); 

d’où la quatrième proportionnelle aux trois 

lignes BR , BD , RE sera égale à | ^3 = DM : 

donc les lignes EM, DM seront de la lon- 
gueur nécessaire pour que le triangle BEM 
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soit semblable au triangle BRD (2 , liv. 6) ; 
donc ils seront semblables, car le point M ne 
peut être placé dans un autre endroit (8, liv. i). 
On prouvera de la même manière que le triangle 
BR^ est semblable au triangle BEL ; d’où l’on 
voit. que le triangle BDf/ est semblable au 
triangle BML (20, liv. 6) : <donc aussi ce 
dernier est équilatéral. De plus , les angles 
BEM , BEL égaux aux angles BRD, BR<f, 
sont droits , et les lignes EN, EL sont égales ; 
donc BLM est le triangle cherché. 

:c- ' , 

PROBLÈME. ‘ ■ 

185 . Dans un cëtcle dont le rayon AB soit 
donné (fig.,g6)r, inscrirecinq carrés égaitœ , 
dont ïun soit concentrique au cercle et les 
autres le touchera f ùhdcûh ayant~un côté 
commun avec ^le çanré du milieu. > 

Solution. Soient faites égales au rayon AB 
les cordes BC, CD, DE; soit fait à BD = Ba 
= Ea ; faites encore égales à A a les cordes 
BF , By : du centre a avez le rayon AB coupez 
le cercle en G , et faites la corde Gg'=Aa; du 
centre g avec le rayon g a décrivez un arc aP , 
et faites sa corde aP = a A ; du même centre g 

16.. 
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et avec le rayon g A décrivez un arc A/i sur la 
direction de l’arc rtP j faites à a A := Pp j faites 
maintenant égales à Ap les cordes Bq,Jn, 
Em , F/ J avec le même rayon Ap et des cen- 
tres B, q,J, riy E, /n, F, l, décrivez des arcs 
qui se coupent dans le cercle en L , Q, N , M ; 
LMNQ sera le carré central, et BLQ^,yQNre, 
ENM/n, FMLZ seront les autres carrés cher- 
chés. 

Démonstration. Si l’on compare les points 
a, A, G, B, g de cette figure avec les points 
Q, p. A, R, S de la fig. 4, on aura (21) pour 
la fig. 87 l’équation 

(rtg)‘ = (aB)*-f-Gg.Aa , 

c’est-à-dire en faisant le rayon AB = 1 , 

(flg)*z=5 - 4-2 = 5 (27); d’oùag=/5. 

De plus , onaaP = aA = v/ 2 ; 

or 

gfl : aP :: g A : A/) (93) , 
c’est-à-dire 

V/5 : v ^2 :: i : Ap ; 

d’où 

Ap=^ = EM; 
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«t comme BCDE est une demi-circonférence 
(64), BmE sera un angle droit (3i , liv. 5); 
d’où 

(BE)*=(B/n)*-f- (twE)* ; c.-à-d. 4 = (Bm)*-f- 1 ; 
d’où 

(Bm)* = 9 .|, et Bm = 3 = 3 toE. 

On trouvera la meme valeur pour qE, et l’on 
démontrera que tous les autres angles du qua- 
drilatère B/n E^ qui sont inscrits et appuyés 
sur un diamètre sont droits : donc ce quadri- 
latère est un parallélogramme rectangle. On 
démontre de même que F /_/// est un parallé- 
logramme rectangle. 

Si l’on fait la corde Em = A, mF sera la 
corde du complément de l’angle droit= A(j 59), 
et ion aura 

d’où, à cause de ^ =g, on aura 

— 24*, ■ :q«8l dupiii u'i;.:-, • ;» 

c’est-à-dire 



(F/n)* = (FM)* + (M/n)*; 
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d’où l’angle FMm sera droit (48, üv. 1), ainsi 
que les antres angles ^Ll,JXlq, EN». Puis, 
si l’on appelle x la distance du point m à celui 
où tombe du point F la perpendiculaire sur 
Bot, on aura (i 5 , liv. 2) 

(BF)* = (Fot)* + (Bot)* — 2Bot.x, 

c’est-à-dire 



d’où X 




= et divisant par ^ 



2 

5 * 



X 




Ensuite , si l’on nomme jr la perpendiculaire 
qui tombe du point F sur Bot, on aura 

r* = (Fot)* — a:* = I — ? = I ; 
d’où l’on tire 



r=v/l=FM. 

On démontre par là que les points M et L sont 
sur la ligne Bot; et comme on a 

Bot= S.Eto = Mot + BL + Eot, 
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on aura donc aussi 

LM = Em. 

De plus, on démontre que les autres côtés 
MN, NQ, LQ ont la même valeur. De tout 
ce qui précède , il résulte que les angles exté- 
rieurs au quadrilatère LMNQ qui ont leurs 
sommets aux points L, M, N, Q sont droits : 
donc les angles intérieurs le seront aussi ; donc 
on aura les cinq carrés demandés. 



PROBLÈME. 

j 86. Étant donnés les cinq points A, B, 

D , E sommets des angles d’un pentagone ré- 
gulier (fig. 97 )^ trouver les cinq points a, b, 
c, à, G où se coupent les diagonales de ce pen-r 
tagone. 

Solution. Des centres A, B, C, D, E avec 
le côté AB du pentagone pris pour rayon, 
soient décrits des arcs qui se coupent en a , ô , 
c, d, ej ces points seront ceux d’intersection 
des diagonales. 

Démonstration. Si l’on suppose les diagonales 
menées et les côtés du pentagone ABCDE 
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tracés, on aura l’angle BAC = BD A (29, Uv. 3) 
= CAD; d’ou \ b = h J) (6, liu, i). On aura 
ensuite BAA = iDA + b AD (Sa, liv. i) 
= BAi + iAD==BAD = ABD( 5 , àV. i); 
d’où le triangle AB^> sera isoscèle (6, /iV. i ) , 
c’est-à-dire on aura AB=Aé=6D : donc, etc. 

PROBLÈME. 

187 . Dans un cercle d’un rajron AB donné 
(fig. g8) , inscrire six pentagones réguliers. 

Solution. Soit fait dans la circonférence du 
cercle donné, à AB = BC = CD=DE=E<f , 
à BD=Ba=Ea, et à Aa= BF = Di = 
soit aussi fait dans la même circonférence à 
èF = BP — PQ = QR = RS; avec le même 
rajon bY et des centres B, P, Q, R, S soient 
décrits des arcs qui se coupent en p,q, r, s. 
Maintenant des centres / 3 , P avec le rayon ^p 
soient décrits deux arcs qui se coupent en c ; 
avec le même rayon et des centres P , p soient 
décrits deux arcs qui se coupent en d ; on 
aura deux des pentagones cherchés , savoir : 
^pqrs qui a son centre en A, et^pdVc qui 
touche le cercle donné en P. On trouvera de 
la même manière les sommes des angles des 
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quatre autres pentagones pqJQ_e, qrkRg, 
rskSi, sjimBl. 

Démonstration. Les points B , P , Q , R , S 
seront les sommets des angles d'un pentagone 
régulier inscrit au cercle donné (40, 128); 
d’où les points /3, p seront dans la diagonale 
BQ, et les points p, q dans la diagonale PR 
(1 86) ; et comme Bp= /3Q, on aura B/3=/>Q. 
On prouvera de même que Pp=çR, et à cause 
de BQ= PR (27, liv. 3) on aura aussi B/3 
= Pp, et ^p — pq. On prouvera aussi de la 
même manière que tous les côtés du pentagone 
^pqrs sont égaux entre eux. De plus, on a 
l’angle ^pq, c’est-à-dire BpR= B PR + P Bp 
(52 ,ZiV. i); mais PBp, c’est-à-dire PBQ = QPR ; 
donc /Spç = BPQ. On démontre de même que 
les autres angles du pentagone ^pqrs sont 
égaux aux angles du pentagone B PQRS : donc 
ils sont tous deux réguliers. En outre , l’angle 
Q B R formé par deux diagonales du pentagone 
BPQRS, qui est l’angle fiBs, sera égal à l’angle 
^qSf formé par deux diagonales du pentagone 
^pqrs (20, liv. 6). Or comme les triangles 
/3Bf , ^qs sont isoscèles, ils auront aussi les 
angles à la base commune égaux entre eux 
(5, 32, liv. i); d’où aussi les triangles seront 
en tout égaux (26, Uv. i) ; d’où les triangles 
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ïim^, I3pq ayant tous les côtés égaux entre 
eux, auront aussi les angles égaux (8, liv. i), 
ainsi que les triangles Bis, srq : donc tous les 
côtés et tous les angles du pentagone Bm^sl 
seront égaux aux côtés et aux angles du pen- 
tagone ^pqrs; ils seront donc tous deux ré- 
guliers. On démontre la même chose pour les 
autres pentagones ^cBdp, peQJ'q, qgB.hr, 
riSks : donc, etc. 

i 88. Le point b sera le centre du pentagone 
^mBls, et la distance èB le rayon du cercle 
circonscrit à ce pentagone et aux autres qui 
lui sont égaux, ainsi que nous le démontre- 
rons bientôt : ce qui ajoute encore une belle 
propriété au point b que nous ayons déjà re- 
marqué tant de fois dans cette Géométrie. Car, 
outre les divisions en moyenne et extrême 
raison qu’il nous a fait obtenir dans le diamètre 
BAE (45, 46), outre qu’il a servi à déter- 
miner le côté b¥ du pentagone inscrit au 
cercle du rayon AB (40) , le côté é A du dé- 
cagone inscrit au même cercle (41); on a en- 
core le rayon B 6 du cercle circonscrit aux six 
ptentagones qu’on peut inscrire au plus grand 
cercle du rayon AB , comme dans le présent 
problème ; car si l’on suppose le rayon AB = i , 
on a 
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A^» = ^(\/5— 0 (180); 
et comme (3i , Uv. 3) 

(BE)‘ = (BQ)* + (QE)* = (BQ)‘+(A6)*, 



CD aura 



bq=v/(^'^4 



On a ensuite 

/3Q=BP=iF= (<*<)! 

d’où 

BQr^Q:; BQ./3Q :: 

:: I : ^ (v/5 — i) - BA : iA; 

d’où 

BQ : BQ— /3Q :: BA : BA — 6A, 



c’^est-à-dire 



}iv 



BQ ; Bi8 :: BA : Bb. 

Donc les deux diagonales des pentagones 
'^PQRS, Bm/3iZ seront entre elles comme 
BA : 6A : donc BÀ e'tant le rayon du pre- 
mier pentagone, B b sera le rayon du second 
(ao,ùt^.6). . 






.■ i. Jfl U 
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PROBLÈME. 

189 . Étant donnés les sommets des angles 
{Sun hexagone régulier BCDEdc (fig. 99), 
trouver les points ljm^Q_,gjPj q où se cou- 
pent celles de ses diagonales qui ne passent 
pas par le centre. 

Solution. Soit fait à BD = Ba = Ea ; puis 
à BC = BA=CA = Ba; a aA—aa; àaB 
= otP = AP. Maintenant , des centres B, C 
avec le rayon a P soient décrits deux arcs qui 
se coupent en l; des centres C, D soient décrits 
deux autres arcs qui se coupent en m , et ainsi 
de suite; ces points l, m, etc. , seront les points 
cherchés. 

Démonstration. Supposons que les diago- 
nales indiquées se coupent en l, m, n, g$ p, 
comme on a l’angle BDc = DcE (29, liv. 3 ) , 
BD sera parallèle à cE (28, liv. 5 ) : donc le 
triangle Clm sera semblable au triangle CcE 
(2,5, liv. 6 ) , et par conséquent équilatéral. 
De même on aura le triangle Blq semblable 
au triangle BDrf ; puis les triangles CcE et 
Bc?D ayant les côtés égaux, seront égaux ( 2 ) 
(8, 4 > ll^- i); et le côté BD, et par conséquent 
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Im étant à égale distance du côté cE que le 
côté, Ce ainsi que y Z du côté cZD (14, ZiV. 5 ), 
si l’on applique le triangle BeZD sur le triangle 
CçE, la droite ql tombera sur la droite Im , et 
elles seront égales; mais Bl — Iq : donc B Z 
= Im. De même on démontre que Bm = ml : 
donc, en faisant le rayon du cercle BC = AB 
= 1 (2), pn a 

■' BZ = |BD = ^V/ 3 ; 



de même CZ 
sèment \ 



■ j.b 

— ^ v/ 3; mais on a 

in-rrî aa- ■ 



fait préci- 



BZ=CZ=aP = |V5 (184) : 

iJün I . . - i ■ , 

' * I 

donc Z est un des points cherchés. On démontre 
la même chose pour les autres points m, n , g, 
p, q; donc,, etc* Ja , . V. . > 

îo: ■ 



* PHOBIÈME. 

■ ^ 'hvi ^ i J r.in, 

190 . Dans le cercle du rayon donné AB 
(fîg. 100), inscris sept hexagones réguliers , 
dont un soit concentrique au cercle , et les au- 
tres soient disposés autour du premier. • 



Solution. Soit fait dans la circonférence du , 



1 
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cercle donnéà AB = BC=CD = DE = 
puis à DB = DV = dW. Des centres C et A 
avec le rayon CV soient décrits deux arcs qui se 
coupent en P ; du centre P avec le même rayon 
P C soit coupée la circonférence du cercle en «T ; 
dS' sera le côté des hexagones à inscrire , et que 
l’on inscrira facilement l’un près de l’autre. En- 
suite, des centres del S' avec le même côté d^ 
pris pour rayon soient décrits deux arcs qui se 
coupent en aj du centre a. et avec le même 
rayon soit décrit un cercle dans lequel on ins- 
crive ( 1 5, Uv. 4) un hexagone régulier dj'mnpq. 
Du centre A avec le même rayon soit décrit un 
cercle qui passera par np ; soit décrit dans ce 
cercle l’hexagone qui a pour un des côtés la 
ligne pn ; sur les côtés de cet hexagone soient 
décrits les autres hexagones , comme on a fait 
d’abord sur le côté dè' , et l’on aura les sept 
hexagones demandés. 

Démonstration. En faisant pour abréger AB 
= 1 , on auraCP = CV= t/7(100)=AP; 
puis on aura • . , . , , 

AP : AcT :: : id (86), 

c’est-à-dire 

v/y : I :: i : ^d ; d’où 
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Supposons pour un moment inscrits les hexa- 
gones cherche's, et soit leur côté dS qui est 
la quantité inconnue = x; on divisera cette 
ligne en deux parties égales au point v, et l’on 
mènera la droite A qui lui sera perpendicu- 
laire (83), et passera par a, centre de l’hexa- 
gone, dont dj' est le côté, en coupant aussi 
par moitié au point le côté pn de l’hexagone 
central ; et comme on a dans le triangle équi- 
latéral Apn 

pn : Ap, :: i : ^ y/3 (104), 

on aura 

X ; A/a :: i : v/ 3 ; d’où A/w = ^ x v/ 3 , 

et 

Av=5A/az=:^x\/5, 

et encore 

dv — -X', 

2 

puis, comme i = {Ad)* = {Av)* -f- {dv)* ^ 
on aura 

1=^ x*~i-^x*=-’jx*;d'o\ix*z=:^etx=^ ^ ; 
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valeur qtii est précisément celle déterminée 
pour la ligne dans la solution du pro- 
blème , ainsi qu’on vient de le démontrer : 
donc, etc. 

On trouve dans Pappus , liv. 8, probl. i5, 
prop. 19 , ce problème résolu avec la règle 
et le compas , d’une manière qui n’est pas 
plus simple que la précédente. Il 7 a aussi 
ajouté une construction mécanique. 

191. Nous croyons avoir jusqu’ici rempli 
les promesses que nous avons faites (6 et 7). 
Quant au premier point , nous avons déjà 
donné tous les élémens de la Géométrie du 
compas^ c’est-à-dire la totalité des problèmes 
qui suffisent pour trouver avec le compas seul 
et sans la règle tous les points qu’on peut 
trouver avec ces deux instruinens réunis. Pour 
démontrer ceci (71), on observe d’abord que 
la Géométrie élémentaire fournit le moyen de 
trouver les points d’un problème , ou par la 
section des arcs entre eux (et ce moyen est tout- 
à-fait propre à la Géométrie du compas) , ou 
par la section des arcs et des lignes droites, 
ou par celle des lignes droites entre elles (et 
tout cela se trouve compris dans le livre 7 ) 
(1 10 et suivans). Ensuite une droite quelcon- 
que nécessaire à la solution d’un problème se 
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trouve déterminée de grandeur et de position. 
Par rapport à la grandeur , noos avons en- 
seigné dans le liv. 5 (64 et suivans) et dans le 
liv. 4 (72, 75, 74), à agrandir , diminuer, 
diviser une grandeur quelconque finie en un 
nombre quelconque de parties ; puis , dans le 
liv. 5 (86 et sulv.), à trouver les troisièmes, 
les quatrièmes , les moyennes proportion- 
nelles, ainsi qua diviser une droite dans un 
rapport quelconque donné. Quant à la position 
des droites, elle se détermine par la position 
de deux points pour chacune d’elles ; or le 
liv. 4 ( 76 et suiv.) enseigne à trouver les points 
pour tous les cas des perpendiculaires et des 
parallèles. Le liv. 8 (115 et suiv.) donne tout 
ce qui est nécessaire pour déterminer la posi- 
tion des lignes droites entre elles sous un angle 
quelconque, donné par le moyen de deux 
points. On a épuisé dans le liv. 2 ( 27 et suiv.) 
les divisions de la circonférence du cercle et de 
tous les arcs qui sont du ressort de la Géomé- 
trie élémentaire. Je ne vois plus , d’après tout 
cela , quels autres élémens on pourrait désirer. 
A l’égard du choix des problèmes que nous 
avons recueillis ici , nous laisserons aux ma- 
thématiciens le soin de juger si , dans un 
grand nombre de cas utiles ou récréatifs , il 

>7 

I 
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n’est pas préférable , non-seulement pour la 
précision du résultat, mais encore pour la 
promptitude de la construction, d’abandonner 
la règle et de se servir du compas seulement , 
jusqu’à ce qu’ayant trouvé les points néces- 
saires au problème , on mène , s’il Je ftut , 
d’un point à l’autre une ou plusieurs droites 
que l’on ne peut pas à la vérité tracer avec 
le compas seul , et qui exigent l’usage de la 
règle. 



- 1. - If- 

î 



. .Tié-’-t- '■ -J* - i ,i«[ ; u 

, 

-sr»: • ‘J ■•H: !•! ! ■ ifl- ru; > 

triot -:) ■ - : .t ■ I. ti ' ' 

. l'/l '.If'q !iO i ’i îor. hI' 

'r-.UOv ‘'•T' 'hmI?) ' 

■ ■’ ' ' ■■■ :'r 

rfti S-;.: 'I . ! i- 

ti . ■ :v ; ' ’M ; :fm ; c ■ 
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PROBLÈMES RÉSOLUS PAR APPROXIMATION. 

192. Tous les problèmes supérieurs au se- 
eond degré ne peuvent être résolus géométri- 
queiuent seulement avec la règle et le compas; 
mais ils exigent des intersections de courbes 
coniques ou de degré supérieur, et par con- 
séquent on ne peut les résoudre exactement 
avec la seule Géométrie du compas. Les ins- 
trumens faits pour décrire la cycloïde , la con- 
cboïdc , la cissdide , la trajectoire et d’autres 
courbes semblables qui servent à la résolution 
de ces problèmes , sont assurément d’une in- 
vention très ingénieuse et d'un prompt et élé- 
gant usage dans la pratique. Pourtant, lors- 
qu’on n’a pas besoin d’avoir toute la trace 
de la courbe à laquelle ils sont destinés, et 
qu’il sulEt d’obtenir un point par l’intersec- 
tion de cette courbe avec d’autres lignes , 
comme ils laissent toujours quelques soupçons 
de petites erreurs qu’on ne peut pis quelque- 
fois bien calculer , il vaudra mieux , dans beau- 
coup de cas , préférer à l’exactitude théorique 

17.. 
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de ces méthodes, l’approximation pratique suf- 
fisante d’une construction faite avec la règle 
et le compas. Alors je dis que le plus souvent 
une solution obtenue avec le seul compas sera 
encore préférable. On pourra s’en convaincre 
par des exemples , en comparant nos solu- 
tions avec celles déjà connues. 

195. Comme il n’y a encore aucune mé- 
thode générale pour obtenir par la Géométrie 
élémentaire ces approximations, on ne dort 
pas attendre que j’en propose aucune par ma 
Géométrie du compas. Je n’appelle point mé- 
thode géométrique d’approximation celle par 
laquelle on obtient une valeur approchée à 
l’aide d’une de ces échelles qu’on nomme géo- 
métriques, puisque avant de s’en servir il faut 
faire un calcul arithmétique : une telle mé- 
thode doit être plutôt appelée arithmétique. 
Supposons, par exemple, qu’on veuille la ra- 
cine cubique du nombre 2 , l’extraction qu’on 
veut faire arithmétiquement de cette racine , 
pour pouvoir ensuite prendre les poi tions dé- 
cimales ou une fraction quelconque sur une 
échelle géométrique avec le compas afin de 
doubler un cube , se fait par un moyen qui 
est plutôt du ressort de l’Arithmétique que de 
celui de la Géométrie. 
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194. Je n’ai pu encore jusqu’ici apercevoir 
d’autre moyen d’obtenir d’une manière très 
approchée la solution de plusieurs problèmes 
utiles supérieurs au second degré , que celui 
de trouver des genres, et pour ainsi dire des 
classes différentes de construction de figures 
élémentaires ; plûis de soumettre au calcul le 
plus grand nombre possible' de cas particu- 
liers presque innombrables qui en résultent, 
et de choisir parmi ceux qui tendent le mieux 
au but qu’on se propose, et les employer à 
résoudre le problème. 

195. J’ ’ai.^déjà.^ examiné plusieurs de ces 
genres , et pour ainsi dire de ces classes de 
constructions , et j’ai entre les mains des re- 
cherches sur cette matière. La classe la plus 
simple est celle dont nous ferons presque uni- 
quement usage dans cé dernier livre de nôtre 
Géométrie.^Êll'e'è^ fondée sur les trois points 
remarquables a, b et e {fig. 9, 1 1 et 1 2 ) ( 59), 
qui nous ont déjà tant servi dans les livres 
précédens , et sur lesquels nous avons à donner 
les douze équations que nous avons pro- 
mises (59). 

196. Soit le;,point Z -un point quelconque 
pris sur le quart de la circonférence B F dans 

fig.-'i 2 construite çomn>e,dans le Hyrc se- 
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cond, et soit pris dans l’antre quart "Bf le 
point Zf de manière qu’on ait Bz= BZ, on 
aura ( 20 et 21 ) 

( A). . . (rtZ)* = (flB)* — Zz.Àa, 
(B)... (èZ)* = (6B)*+Zz.Ai, 
(E)... (eZ)*.= (eB)‘ — Zz.Ae. 



1 97 . Si l’on veut avoir les équations pour les 
distances des trois fioints a, b et e du point z , 
on n’aura qu’à changer les signes du second 
membre des équations précédentes, et l’on aura 
(20 et 21) 

(A')...(az)* = CaB)‘ + zZ.Aa, 
(B')...(6z)‘=(èB)‘ — zZ.Aè, ' 
(E')....(ez)*=(eB)‘+zZ.Ae. 

198. La droite Zz étant la corde de [l’arc 
double de B Z = 2 sinBZ, et supposant AB 

= I ce que nous supposerons toujours , on 

■ 

aura , ' - ' ; 

_ (aB)-=(BD)- = 3]a); 

J., ai- (Aa)* = a (27); u<. ■: 






(Ac)*=s=a — /3'(38); 

I ’iiÜU'n: 

4 

(eB)* = (AB)* + (Ae)*=5 — t/a; 
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et 

At = -((/5-i) (180): 

si l’on fait aZ = a , on aura 

(A') . .. a* = 5 — 2sinA.v/2. 

Cette équation compi*end aussi le cas où l’arc A 
est négatif comme Bz, dans lequel le signe — 
placé devant 2 sinAv /2 se change en 4-. 

^199, La valeur de peut, tpujours être celle 
d’une corde quelconque du cercle BDrf, ex- 
cepté dans le cas où la valeur de la distance 
exprimée . par a est plus grande que 2 . Pour 
calculer alorTpIua ïàcîlement la valeur de a , 
comme ont a 'yïtivTjr r- .v . 

4 

1/2 = BF= 2 siu45% ■ ■* 

■ il-. ■ V. 

et 

>’ nq .>ii . ‘JO iiwl OH , Js'JfrDll" '1.) 

2«nA.sm45»?5rCOs(A--45“)--cosA+(45'’) 
/pï . =fiO$(45“-A)-8in(45»-AX158), 

on aura 

(★) <I*= 5 — Tcos'( 45° — A) 4- 3 sin (45*— A). 

200. Dans les autres cas où a est plus petit 
que 2 , en appelant A^ l’arc dont a est la corde , 
on aura 




264 



GÉOMÉTRIE DU COMPAS. 



fl* *- ^ k t I A. / . i«v.\ 

j = sin-.-A' = p— (155) 

3 1 3 

= 1 — sinAv/ 2=4 — s*“ A. cos 45' ; 
d’où réduisant , 

cos A'= 2sinA.cos45° — 
d’où encore (i 59) , 



cos A'= sin (A+ 45 ®) -H sin (A — 45*) — sin 3o' , 
ou bien , 

i ' 

( I )cosA'=cos(45“ — A) — sin (45® — A) — sin 3o'. 



201 . Si l’on veut se servir de cette équation 
pour obtenir une des divisions de la circonfé- 
rence que l’on ne peut pas avoir exactement , 
on y introduira, au lieu de A, un arc précis, 
par exemple , la vingtième partie de la circon- 
férence = i 8 “, en faisant BZ= 18 ' (^g'. 12 ), 
et l’on aura 



cos A' = cos 27 * — sin 27 “ — sin 3o'., 




■ ^ I "i'jI ;• 

Mub ^TS’j / 



■■‘À : 



f 
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sin 27® = 0,4539906 
sin 5 o° = o, 5 oooooo 

0,9539906 
cos 27® = 0,8910066 

d’où cos A' = • — 0,0629840. 

On trouve ensuite dans les tables 

0,0629840 = sin 3 ® 36 ' 

Or comme la valeur de approche telle- 
ment de I qu’il n’y a pas seulement erreur d’une 

unité entière dans le dernier chiffre du nombre 
1935, on pourra prendre 0,0629840 pour le 
sinus de 3 ® 36 ' 40*, sans qu’on puisse recon- 
naître avec les tables ordinaires s’il y a erreur 
d’une tierce. Donc l’arc A', qui a son cosinus 
négatif, sera = 93® 36 ' 40*, et B Z étant sup- 
posé = 18®, la distance ah sera la corde de cet 
arc; donc en appliquant pour corde sur la cii> 
conférence la distance a Z prise avec le cam- 
pas, on déterminera un arc =93® 36 ' 40' avec 
une approximation suffisante. 

- 202 . Pour rechercher l’erreur qui se trouve 
dans les nombres des tables ordinaires , on 
observe que le sinus de i8® étant égal à la 
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moitié de la corde de la dixième partie de la 
circonférence , c.-à-d. = ^Aè = î(v /5 — i), 
et le cosinus de 45 “ étant égal à ^ \/2 , l’équa- 
tion cos A' = 2 sin A . cos 45 ® — ^ ( 200 ) donne 

cos A' = ^ V/2 (v /5 ~ i) — ^ 

= ÿ(v/io — [/ 2) — -=0,0629859824. 

4 ^ 

Puis, calculant aussi avec plus de chiffres le 
sinus de 3 * 3 G' 4 o"» on trouve 

0,062984061 i 54 , 

et en se tenant à huit décimales, on trouve 

sin 5 ° 36 ' 59' = 0,0629792 1 : 

la différence pour i" ou 60'" est de 485 : donc 

q6* 

si 485 donne 60'", 8 donnera et par con- 
séquent ne donnera pas une tierce entière; 
donc l’arc qui a pour corde la distance aZ , 
n’excède pas d’une tierce entière 95° 36 ' 4 o’^ 
205 . D’après cela, voici l’usage qu’on pour- 
rait faire de cette valeur pour l’ancienne divi- 
sion du cercle. If est clair qu’elle pourrait 
sei’vir à diviser une minute en trois parties. 
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dans des cercles où, l’on aurait marqué les 
minutes ; car on trouverait les 4 o", c’est-à-dire 

J entre une minute et la suivante , et cela sans 

erreur d’une tierce. On peut encore l’em- 
ployer pour trouver la troisième partie d’un 
degré. En effet, comme l’arc cBN =go®, et 
Np= 3“ (31 , 43), si l’on prend BZ =Kp, 
alors on aura l’arc BZ = 1 8 ® ( 32) ; du point ç 
pris pour centre avec le rayon a Z soit décrit 
un arc , il coupera la circonférence entre p 
et P en un point distant de p de 36'4o'' à 
très pieu de chose près. ISommon^ j" ce pioint , 
et triplons, par exemple, l’arc S'' 36' 40 % 
nous aurons un arc= 10 ® 5o’, sans qu’il y ait 
une erreur de trois tierces , et si c’est de N 
vers G qu’on triple cet arc , la dernière division 
tombera entre 7 ret<P} nommons >1 le point où 
elle tombe, de manière qu’on ait N vt =: 10 ® 5o'; 
nommons ensuite n le point qui est à la moitié 
de l’arc -ttÇ) obtenu par le n° 58 , on aura l’arc 
/Z » = 20 ' sans qu’il y ait erreur de trois tierces,, 
c’est-à-dire qu’on aura obtenu un tiers de 
degré de l’ancienne division, avec une telle 
précision, que je ne crois pas qu’on en puisse 
désirer une plus grande dans la pratique. 

204. Nous avons p>ris cet exemple parmi 
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toutes les valeurs de cos A' calculées eu intro- 
duisant successivement dans l’équation (1) au 
lieu de A, les arcs 90“, 88® 5 o', 87“, et ainsi de 
suite jusqu’à 0°, puis — i® 3 o', — 5 ®, etc., jus- 
qu’à — i9°3o' inclusivement; au-delà de cet 
arc , l’équation (1 ) n’a plus lieu, parce que ses 
valeurs deviennent plus grandes que l’unité. 

205 . Nous allons maintenant continuer la 
recherche des autres équations. 

Toute distance du point h des points de la 
circonférence qui sera plus petite que le diamè- 
tre 2 , pourra être corde d’un arc. Nommons B' 
l’arc qui a pour corde la distance èZ; on 

aura ^ = sin - B'; et nommant B l’arc BZ, 
2 a 

on aura Zz =: 2 sinB, puis divisant par 4 
l’équation (B) du n® 496 , on aura 



ï Tl / ^ COS B / 1 V. V. t 5— \/ 5 *1! \/ 5 — t 

i-B'= — (1 55,=— sinB J 



cos B' = I — — sin B.^— i 

= I — 2 sin* 36 ® — 2 sin B. sin 18° 

=cos7 2 “-cos(B- 1 8®)-l-cos(B-f- 1 8®) (4 55, 4 58) : 



donc on aura 



( 2 ) cosB'=sin 1 8®-f-cos(B-f- 1 8") — cos ( B — 18°). 
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206- Pareillement, si l’on nomme E' l’arc 
qui a pour corde la distance eZ , et E l’arc BZ, 
l’équation (E) du n* 1 96 donnera 

• . > * — cosE' 3 — \/ 7 . . v^(2 — 

sin* - E = = — r sm E . — ; 

224 ^ 



d’où l’on tire 



■«1 / I 1 I • U ^ ^ 

cosE'=./ 1- 2 sin E . 

y 2 2^ 2 

= sin 45 * — ^sin 3o “+ 2 sinE sin 22 ° 3o'j 
et enfin , 

ih 

( 3 ) cos E' = sin 45 ® — sin 5o* 

+ cos (E — 22 ° 3o') — cos (E + 22°3o'). 

207. Au moyen de ces trois équations, un 
arc A, B ou E étant donné, ou aura, avec les 
tables des sinus et cosinus naturels , et par de 
simples additions ou soustractions, les cosinus 
et les arcs A', B' et E', qui ont pour cordes 
les distances aZ, iZ, eZ, que l’on trouvera 
être les mêmes , en doublant le sinus de la 
moitié des arcs A', B' et E'. 

208* Réciproquement si la distance a Z est 
égale à une corde d’un arc connu A' , et si l’on 
cherche de quel arc Zz deviendra la corde, ou 
de combien de degrés deviendra l’arc B Z qui 
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en est la moitié, et est = A ; de l’équation (i 98} 
< 1 * = 3 — 2 sin A t/ 2 , on tirera 



et substituant la valeur de a* = 4 sin* . - A' 

^ a 

= 2 — 2 cos A' (1 55 } , on aura 

sin A , — — I- cos A' 1 / - 
2 y/a ' ^ 2 . 

= sin 5o® . sin 45° +cos A’ sin 45* ; 

et(1 56,1 58}commesin(45°-l-A'}=cos(45°-A'), 
on aura cette équation 

(4) sin A =r i [sin 45* + sin (45° — A'} 

-t- cos ( 45 * — A'}]. 

209. De même , si l’on connaît l’arc B', qui 
a pour corde la distance bZ , et si l’on cherche 
l’arc B= BZ par le moyen de Zs, qui est la 
corde de 2 B, en multipliant l’équation (B) 
du n* 196 par t/5 + i , et à cause de 

(iB}*=-"^-i^, et de Aè = i(v/5— 1 }, on 
aura 

[hZy i}= 2 1/5 -f- 4 si** 



Digitized by Google 




l,lVnK DODZIÈME. 271 

et substituant pour {b Z)* sa valeur 

4 sin* ^ B' = a — a cos B' (1 55) > 



on aura , après avoir fait les réductions , 



sin B = ^ — 2 cos B' . 

Or Bi étant le côté du pentagone = ^ 
corde de 72 °, sera 



d’où 






or 



1 — sin* 56° = cos* SG* = sin* 54® 

6-4-2V/5 'V . 

— 4 y • 

d’où l’on tirera 

sin B = - — 2 cos B' sin 54° 

7 . 



et enfin (1 56) 

(5)sinB=sin5o°— sin(54®+B')— sin(54°— B'). 

210. De même si l’on connaît l’arc E', qui 
a pour corde la distance eZ , et si l’on cherclic 
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le degré de 1 arc BZ = E , égal à la moitié de 
l’arc qui a pour corde Zs = sin E, en substi- 
tuant dans l’équation (E) du n“ 196 pour (eZ)* 
sa valeur 2 — 2 cos E'; pour (eB)* sa valeur 
3 — , et pour AE sa valeur \/(2 — [/2) 

= 2 sin 22" 3 o' ( 1 98 , 58) , on aura 

2 sinE 1/(2 — 1/2) = 2 cosE' + I — 1/2 f 

ce qui, en multipliant par y/ (2 -f- ^2) y/ 2, 
donne 

4 sin E = a cos E' . ^2 \/(2 -h v/a) 

(1/2 — Ol/av/ (2 + y/2) 

= 2cosE' y'(2~h{/2)y/2-(2-y/2)[/(2+y/2) 
= 2 cos E' j/ (2+ y/ 2) y/ 2- y/ (2- y/ 2) y/ 2; 

puis divisant par 4 , et considérant que l’on a 
V'( 2 +V/ 2 >= 2 sin 67 '’ 3 o'( 57 )et v/a = 2 sin 45 % 
on aura (1 56, 1 57, 1 58) 

sin E = 2 cosE' sin 67“ 3 o' sin 45° 

— sin 22* 3o' sin 45° , 

ou sin E = cos E' [cos (67“3o' — 45*) 

— 003(67“ '4“45“)] — sin 22*3 o' sin 45“; 

ou bien 

sin E = cos E' cos 22“3o' 

+ cos F/ sin 22°3 o' — sin 22°3o' sin 45° ; 
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I f COs(E'-f-22®3o')-|-siD(E'+22‘’3o')l 
(6)sinE=r-j 4 sin22“3o' + cos(E'— 22°3o') (. 

* sin (E' — 22 ° 3o') — cos 22 “ 3o' J 

211 . Ainsi des trois équations (A), (B) 
et (E), nous en avons tiré six au moyen des- 
quelles des arcs étant donnés, nous pourrons 
en obtenir de nouveaux, ainsi que leurs nou- 
velles cordes , a 1 aide des trois, seuls points 
a, b et e. 

212 . Comme il peut y avoir une infinité ’ 
darcs, chacune de ces équations donne une 
infinité de solutions. Mais si l’on ne veut avoir 
la valeur que des arcs que l’on peut trouver 
par le moyen des mêmes points a, b et e, on 
en trouvera 120 pour chaque équation, quand 

il n y aura de limites particulières pour aucune 
déliés. En effet, on pourra, parle moyen de 
ces trois points, diviser la circonférence en 
240 parties égales ( ^ 7 ) , et par conséquent la 
demi-circonférence en i ao ; on aura donc 60 
points Z et 60 points z, qui, pris ensemble, 
détermineront 120 cas pour chaque équation j 
mais quelqu’une d’elles aura des limites parti- 
culières. 

21 5. Si 1 on voulait prendre avec le compas, 
par exemple, la çorde de 3 % c’est-à-dire de 

18^ 
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la cent -vingtième partie tle la cli'conférence 
(42), et de'crire un arc en plaçant en a la 
pointe du compas , cet arc ne pourrait couper 
la circonférence en aucun point Z, attendu 
que sa corde est plus petite que la distance 
aF = t/ 2 — I. On ne pourra donc pas dans 
réquation (4) mettre au Heu de A' l’arc de 
5*, et si l’on veut le faire, on trouvera pour 
sin A une valeur plus grande que l’unité , 
c’est-à-dire une valeur absurde. Pour voir 
quel est le premier arc qu’on pourra mettre à 
la place de A' entre les arcs de la série i®3o', 
5*, 4*5 o', etc., on observera quel est l’arc qui 
a pour corde la distance a¥ , qui est la plus 
petite entre le point a et le cercle, et qui est 



égale à v/a — i = 2^sin45 * — = o,4i42ï36 

=Corde a3* 54' Donc le premier arc qu’on 

puisse employer de ceux qu’on trouve par le 
moyen des trois points a, b et e sera celui de 
24°* Après cet arc, on pourra employer tous 
les autres arcs de la suite aS'So', 27®, 29'’ 3o' 



jusqu’à 180®; car les cordes de tous ces arcs 
peuvent être des distances du point a à quelque 
point Z ou Z de la circonférence. 

21 4. Les équations (5) et (6) sont plus limi- 
tées; car dans l’équation (5) on ne peut pas. 
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employer les arcs B' dont la corde est plus 
petite que b J on plus grande que è F : de même 
1 équation (6) n’admet aucun des arcs E' dont 
la corde est plus petite que eF et plus grande 
que ef. 

215. Nous verrons dans la suite dans quel 

cas on peut se servir avantageusement de quel- 
ques-unes de ces valeurs pour la division du 
cercle ou pour quelque autre problème qu’on 
ne peut résoudre que par approximation , en 
choisissant celles qui approchent le plus de la 
valeur qu’on cherche , et se déterminent en 
même temps par des sections d’arcs qui difïê- 
rent moins de l’angle droit. . • . 

21 6. Pourtant , afin de retirer tous les avan- 
tages possibles de trois points a, h et e sans 
en introduire de nouveaux , des trois 'équa- 
tions (A) , (B) et (E) nous en tirerons six au- 
tres pour avoir de nouvelles valeurs d’arcs et 
de cordes. 

217- Soit B Z un arc connu, par exemple, 
un de ceux qu’on obtient par les problèmes 
du livre second , et nommons B cet arc ; on 
prendra avec le compas la distance ^Z, qu’on 
portera de a à quelque autre point Z' qui dé- 
termine un autre arc B Z' = A , et comparant 
les deux équations (A) et (B), on en tirera une 

i8.. 
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nouvelle équation qui fait connaître sa valeur. 
En effet, si dans ces deux équations on fait 
Z>Z= aZ', en faisant dans la première (A) 
Zz = a sin Â, puis dans la seconde (B) 
Zz = a sin B, on aura 

(aB)* — 2 sin A. Art = (ô B)* + asin B.A^, 

% 

ou bien (198) 

3 • — a sin A . v/a = + sin B ( v/5 — i ) ; 

et dégageant sin A , on aura 

sin A = y/ ;- 2 sinB. 3 ^— y/ J 

= sin 54 ° sin 45 * — 2 sin B . sin 1 8 * sin 45° (209) 
=i(cos9*+sm9*)-sinB(cos27*-sin27")(1 58); 
d’où (1 55 et suiv.) 

r cos 9 * -+■ sin 9 * 

(7) sin A = - ) 4* cos(B — 27 °) — sin (B — 27 °) 

— cos(B— 63°)4“sin(B — 63°) 

21 8. On ne pourra pas non plus prendre ici 
pour B tous les arcs, mais seulement ceux qui 
donnent une distance b Z ou. b z qui ne soit pas 
plus petite que a F. 

219. Maintenant soit connu un arc BZ que 
l’on nomme A; si l’on porte la distance rtZ 
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prise avec le compas, de i à quelque autre 
point TJ de la même circonférence , qui détei^ 
mine l’arc B Z' = B , on connaîtra cet arc B , et 
si l’on veut sa corde , en dégageant sin B de 
l’équation (217 ) , 



sin Â = 






- — 2 sinB. 
2 





Multipliant cette équation par le facteur 
2(t/5+i) v/a» on aura 



2 sin A(v/5 + i) v/a = — 4 sin B; 



d’où l’on tire 



• T. 3+1/5 A V/5+' ./* 

sin B = — — 4 sni A . — ^ — . y - 

=52sin*54'’ — 4 sin A sin 54 * sin 45' (209) ; 

et traitant comme ci-dessus les équations (1 55 
etsuiv.), on aura enfin 

(8) sinB= i -f-sin i8‘‘ — sin(A + 9°) 

+ cos (A+ 9 °) — ■ sin(A — g') — cos (A — ig'). 

220. On ne pourra pas dans cette équation (8) 
employer pour A les arcs B Z qui donnent une 
distance aZ plus grande que bF. 

221 . Actuellement , si dans l’équation (A) 
du n' 196 on fait Zz = 2 sin A, et dans l’équa- 
tion (E) une autre distance Zz = 2 sin E, en 
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faisant en outre dans ces deux équations (a Z)* 
(eZ)*, on aura , après les substitutions né- 
cessaires (198) , 

5 — 3sinA. v/a = 3— |/a — asinE\/( 2 — 2 ) ; 
sinA=iH- = sinE.i2lri^ . ,/i 

= ^ -f- 2 sin E sin 3 2 * 3o' sin 45 ° , et (1 58) 

= - + sin E cos 32® 5o' — sin E sin 22 * 5o' ; 

2 ' ’ 



d’où enfin (156, 158) 




I sin (E 22 ° 5o') ) 

. . I J -f-cos(EH-22°3o,) / 

— 2 j4-sin(E — 22°5 o') j' 
I — cos(E 22°3 o') 1 



222. On peut encore trouver cette neuvième 
équation d’une autre manière pour rendre le 
calcul plus facile par le moyen des sinus et co- 
sinus artificiels que l’on trouve dans les ta- 
bles de dix en dix secondes. C’est pourquoi 
comme on a 
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• A * I • ü / I 

smA = '-2-i“SiaE -> . \/ - 

2 2 V 2 

\v'( 4 — 2V/2) ^ y 2 

+ sin E) 

v7^ ^ 

= (siD 67" 5o' + siD E) ( 57) î 



et faisant 6j°3o' = p, E = q , on aura (i 56) 



(9 bis) sin A = 



. 67»3o'+E 67»3o'— e 

sin— i cos — 

2 2 

cos 22 ° 3o' 



équation qu’il sera facile de calculer par le 
moyen des logarithmes des sinus et des co- 
sinus. 

223. Si donc on prend avec le compas une 
distance du point e à un point quelconque Z , 
extrémité d’un arc coitnu BZ = E, et qu’on 
la porte > du point a à quelque autre point Z' 
de la circonférence , on connaîtra le nouvel 
arc B Z' = A par le moyen de l’équation (9) ou 
de celle (9 bis). Ces équations auront leurs li- 
mites ^ puisque l’arc BZ devra être tel que la 
distance cZ ne soit pas plus petite que a¥. 
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224. On ajrouvé (221) 

3 sinA v/arrr \Za + 3 sinE. ^/(a — v/a); 



multipliant cette équation par > on 



aura 



asin A t/(a+ V^3)= |/(3 + v^a)-f- 3 sinE; 



d’où 

• U -A + V'2) 

sm E == a sin A . 

a 2 

= a sin A . sin 67 * 5o' — sin 67 * 3o' ( 57) ; 
d’où (158) 

(10) sin E= cos (A — 67 “ 3o') — cos(A+ 67 ® 5 o') 

— sin 67 * 50 '. 

225. On peut encore préparer autrement 
cette équation pour la rendre soluble par 
l’usage des logarithmes. En effet , puisqu’on a 

sinE = a sin ^A — 

= a (sin A 4 - sin — 5o“) sin 67 “ 5o' 
en faisant A=:p, — 3o® = ç , on aura (1 56) 

( 1 0) sin E = 4 sin^-^— cos — sin 67 ® 3 o'. 
226. 11 est évident que cette dixième équa- 
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tion aura aussi ses limites, puisque l’on ne 
pourra pas y introduire toutes les valeurs de 
l’arc BZ ou Bzdb A, qui donneraient la dis- 
tance aZ plus grande que ef. 

227. Enfin on peut de la comparaison de 
l’équation (B) avec celle (E) tirer deux autres 
équations. Car si l’on porte une distance du 
point 6 à un point quelconque Z de la circon- 
férence f qui soit l’extrémité d’un arc connu 
BZ=E, et que du point b comme centre et 
de cette distance eZ prise pour rayon on dé- 
crive un arc qui coupe la circônférence en 
quelque autre point .Z' qui détermine l’arc 
BZ'r^B, on connaîtra cet arc, au moyen de 
son sinus de la manière suivante : soit fait dans 
l’équation (B) du n° 196 , Zz = 2 sinB, dans 
celle (E) Z Z =2sinE, et dans toutes les deux 
bZ = eZ,‘ on auraÿ^Sîprès avoir fait lés subs- 
titutions' nécessaires ( 198 ) 7 ''^ •— I — » 

-S— v ^5 , .f, . _ ' > 

— ^ 1- sinB^v^o — ï) = 5 — 1/2 

2sinE^^(2 — ÿ ' 2 ); 
d’où l’on tire ^ luq .Mqiiîu m<’i 

2sinB( 5 - 1 )= 1 -2 2-4sinE ^^(2- 1/2)5 

et multipliant les deux membres de l’équation 

par — g — , ^ on aura 
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-4sinEÎ^^— 

^24 

= a sin* 54 ° — a sin 54° sia 45" 

— 4 ^ ^ aa*5o' sia 54* (209) ; 

d’où l’on tire (1 58) 

sin B = I — cos 108 ° — cos 9 * — siu 9 ® 

— asinE (cos 5i*3o' — cos 76 ° 5 o'); 

et par coaséquent (1 56) 

I 

(H ) sin B = I - 4 - sin 18 ° — cos 9 * — sin 9 " 

— sin(E+5i°3o') — sin (E — 3i*3o') 

-t- sin (E - 1 - 76 “ 5o') sin (E — 76 ° 5o'). 

228. L’équation (11) aura aussi des limites 
de deux cotés ; car la distance la plus petite 
eF z= I — |/(a — v/a) est moindre que celle 

bf=i — ^ (y/5 — i), et la plus grande ef 

est plus grande que bY. 

229. Si l’on multiplie par l’équa- 

tion ' ‘ J 

a sinB( y/5 - 1 )= y/5-j - 1 -2 y/ a-4 sin E y/(a- y' a) 
que l’on a trouvée plus haut (227) > on aura 
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sinE = 2^^^ 

_ 4 sin B / 1 

^ 4 2 V 2 

= 2 sin 54° sin 67° 5 o' sin 45 * — sin 67° 5 o' 

— 4 sin B sin i8* sin 67*50' sin 45 * 

= sin 67*50' (cos 9* + sin 9°) — sin 67° 5 o' 

— 2 sin B sin 67® 5 o' (cos 27“ — sin 27") 

= ~ (sin 76“ 3 o' cos 76“5o' 

+ sin 58 * 5 o' + cos 58 * 5 o') 

— sin 67* 5 o' — sin B (sin 85 ° 5 o' 

+ sin 40° 5 o' — cos 40* 5 o' — cos 85 * 5 o') ; 

d’où on a enfin 



V/(2+y/2 ) 

2 



v/i- 



V/(2+V/2) 



r ‘ fsio^G'So' — 00576*30' ) . ^ , , 

(1 2) E=; { 58.3,.^58.3„. }— « 3o , 

! cos(85*3o'— B) 4-8in(85“3o'~B) ^ 
— cos(85»3o'4-B)— 8in(85°3o'+B) / 
+co8(4o*3o' — B)+ sin(4o“3o' — B) P 
~cos'(4o°3o' 4-B) — sîii(4o°3o'-4-B) } 
équation qui n’a pas de limites". ' 



230 • Si par hasard quelqu’une des valeurs 
qu’on trouve avec ces douze équations est au 
premier abord très approchante de quelque 
valeur utile et cherchée dans la solution des 
problèmes , on aura l’avantage déiparvenir au 
même but par un moyen très simple ; car on 
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n'aura à employer d’autres points pns hors 
de la circonférence que les trois seuls points 
a, b et e que l’on a déjà remarqués tant de fois, 
et dans la circonférence quelqu’un de ceux 
qui servent à la division exacte de la circon- 
férence par le moyen des solutions des pro- 
blèmes du livre second. Nous allons actuelle- 
ment donner quelques exemples. 

231 . Nous verrons d’abord comment on peut 
diviser le cercle à l’ancienne manière en de- 
grés et minutes, sans erreur d’une seconde. 
Pour cela, nous supposerons que la circon- 
férence du cercle BD<i [fig. 12 ) est divisée 
en deux cent quarante parties (57 , 58) , dont 
chacune, comme P «T, contient i“3o', que 
l’on commence à compter les quantités posi- 
tives de B vers F , et de même les quantités 
négatives de B vers f, et que les points Z 
et TJ sont des points vagues soumis pour le 
moment à la seule condition de se trouver, 
savoir : les points Z et Z' entre B et F sur la 
circonférence, et les points z et z' entre les points 
B et f. Nous en agissons ainsi pour éviter le 
trop grand nombre de figures dont on aurait 
besoin si l’on en répétait une pour chaque 
problème. D’ailleurs, la petitesse des divi- 
sions les laisserait à peine apercevoir même 
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dans une figure beaucoup plus grande que la 
figure 12. 

PROBLÈME. 

252- Trouver (fig. 12) l’arc dun degré de 
V ancienne division, oude x" sans erreur dune 
demi-seconde. 

/" Solution. Soit l’arc Bz = — 55® 3o' (231 ). 
Prenez avec le compas la distance bz, et du 
point e comme centre décrivez un arc qui 
coupe la circonférence en un point Z; on 

aura l’arc B Z = 52®5q , c’est-à-dire de 55® 

^ l'JOI 

sans qu’il y manque vingt-cinq tierces. On a en- 
suite dans les divisions de B vers F exécutées 

par le problème du n®42, l’arc de 54* = ^. 

On aura donc aussi l’arc 54* — 55° = 1® avec 
l’approximation demandée. 

Démonstration. Si dans l’équation ( 1 2) on 
fait B = — 55° 5o', on trouve à la fin du calcul 

sin E = 0,7986545 = sin 52° 5g' 

IJ‘ Solution. Soit l’arc BZ = io®5o'j du 
centre a et avec la distance bZ, prise pour 
rayon décrivez un arc qui coupe la circonfé- 
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rence en un autre point Z'; on aura l’arc B Z' 
= 29" 29' , c’est-à-dire = 29“ 5 o', sans er- 

reur d’une demi-seconde. On trouve ensuite 
dans les divisions du cercle faites au n° 58 

l’arc de 28® 3 o'= de la circonférence. Donc 
240 

on aura la dilTérence des deux arcs égale à i* 
avec l’approximation demandée. 

Démonstration. Si dans l’équation {7 ) on 
fait B = lO* 3 o', on trouvera à la fin du calcul 

sin A = 0,4924215 = sin 29*29'^^ : 

2>Oij2 

donc les arcs ne difiércront pas de 29* de la va- 
leur d’un degré. 

253 . Cette seconde solution est moins ap- 
prochée que la première de 5 '", mais les sec- 
tions des arcs s’y font sous un angle qui dif-7 
fère moins de l’angle dioit. 

234 . Puisqu’on a l’arc de i° 5 o' ( 225 ), et 
qu’on a trouvé ( 226 ) l’arc de i”, on aura aussi 
en soustrayant l’un de l’autre l’arc de 3o', ou 
le demi -degré , et par conséquent on aura la 
manière de diviser toute la circonférence en 
demi-degrés sans accumulation d’erreurs , et 
sans qu’aucun point soit éloigné d’une demi- 
seconde de sa véritalde situation. 
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PROBLÈME 

235 . Trouver Parc d’un quart de degré 

ou de i 5 ', sans erreur dune tierce. 

\ 

Solution. Soit l’arc Bz = — 12*, la dis- 
tance ez sera e'gale à la corde de 87° i 5 '; d’un 
rayon égal à cette distance prise avec le compas 
et du point B comme centre, coupez l’arc BF 
en un point Z'; on aura l’arc BZ' = 87' i 5 '. 
On a de plus, par les divisions du cercle faites 

au n“ 42 , l’arc de 87“= — de la circonférence. 

'120 

On aura donc la différence de ces deux arcs 
= i5'. 

Démonstration. Si dans l’équation ( 3 ) ( 206 ) 

cos E' = si n 45 “ — sin 3 o" cos (E — 2 2° 5 o') 

— cos (E + 22“ 5 o') , 

on fait E = — 1 2°, on aura 

sin 45° — sin 3 o“= 0,2071068 

cos — 34“ 3 o' = 0,8241 262 

— cos io® 3 o’ = — 1,0167451 

cos E' = 0,047978 1 . 

Or dans les tables qui donnent les sinus na- 
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turels avec sept chiffres, on trouve 0,0479781 
= cos 87“ 1 5 ', sans aucune différence même 
dans le dernier chiffre. En employant ensuite 
plus de décimales, on trouve 

cos E' = 0,0479780622 , 
cos 87* 1 5 ' = 0,0479781 28620 ; 

et ne prenant que huit décimales, on a 
cos 87° i 5 ' i" = 0,04797229. 

On a donc pour i" la différence 584 - Or si 
584 donne 60'" de différence , 7 donnera 

de tierce. On aura donc l’arc E', qui a pour 
corde la distance eZ', =87° i 5 ' avec une er-: 
reur plus petite que 1"'. 

SÎ 36 . On pourra, par le moyen de ce pro- 
blème, diviser la circonférence en i 44 o Par- 
ties, c’est-à-dire en i44o quarts de degrés, 
sans qu’il y ait en aucun point de division une 
erreur de trois tierces; car si l’on fait sur cha- 
que arc de i^So', trois divisions de t .5 en i 5 ' 
de P vers S' et deux de cT vers P, l’arc P «T se 
trouvera divisé en six parties, dont chacune 
sera d’un quart de degré, sans qu’il y ait er-_ 
reur de 1 dans la position d’aucun point de 
division; il en sera de même pour le reste 
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de la circonférence. D’après cela , nous suppo- 
serons dorénavant la circonférence divisée en 
degrés et quarts de degrés , en les considérant 
comme exacts, afin de simplifier le calcul. On 
pourra , quand on voudra , tenir compte des 
erreurs. 

PROBLÈME. 

237. Trouver un arc de lo' ou la sixième 

^ î ^ 

partie d! un. degré ^ sans erreur de lo"' ou de la 
sixième partie dune seconde. 

^ t - . 

f. , . , - -q ■/ • • • : 

Solution. Soit Tarç Bz = ' — 
tance 6 z sera égale à la corde de l’arc de 38® 5o', 
sans erreur de \o’"; puis ‘soustrayant l’arc de 

«P*- J 3 

38*5o'de celui de 3q“= — de la circonférence 

qu’on a par le n® 42, on aura l’arc de lo'. 

Démonstration. Si dans l’équation ^2) on 
fait B =— » 4q“ 3o', elle deviendra 

— . J ).r. î -.Hiob n-!n;; ;.0 

cos B' = 0,7789788 = cos 38“ 49 ^ ' 

on a donc B' =38*5o' à moins de 9 "' près.r^) 

. 238. Soustrayant d’un arc de 5o'> auquel 
manquent 9 '" un arc de 45' (236) auquel il 
manque quelques tierces , on aura l’arc de 5' 

19 
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ago 

ou la douEÎème partie d’un degré, sans qu’il y 
ait une erreur de g'". 



PROBLÈME. 

259. Trouver l’arc de & ou un dixième de 
degré, sans erreur de 1 3"'. 

Solution. Soit l’arc Bz = 45* , c’est-à-dire 
soit l’arc BG; du point b comme centae et avec 
la distance B G prise pour rayon soit décrit un 
arc qui coupe la circonférence en z; on aura, 
sans erreur de i5"', l’arc Bz = — 4 o* 6 '. 
et soustrayant (256) l’arc de. . . — 4<^'* 

on aura pour reste l’arc de. ... 6 '. , 

Démonstration. Si dans l’équation (H) on fait 
B' == 45% éïle deviendra 

sin 5 = 0 , 644 * 3^8 ^ sin -*- 40 ^ 6 ' 

♦ 

On aura donc l’arc B=Bzz= — à moins 
de I a"' près. 

240. Soustrayant de l’arc de G (259) l’arc 
de 5' (258), l’arc restant sera de,^i' avec une 
horreur de qu^qu^ tierces. Mais on peut trou- 
vée immédiatement eet arc par le jÉroblème 
suivant. 
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PROBLÈME. 



29 P 



• i l . • ■' i; 



24 l. Trouver Immédidiement tart de \\ 
sans erreur de 22'". • ' ' 



Solution. Soit l’arc B2 = —27®^; dû ^int e 
comme centre et avec un rayon égal à la dis- 
tance bz, prise àvéc le compas, soit coûpe'e la 
dttônférence en Z. On aura l’arc BZ=^'29“59' 
àVec un excès de lO^" : donc l’arc lî N étant 
de 3 o“ ( 31 ), l’arc ZN sera de i^àVec 10'^ 
de moins. 

Démonstration. Si dans l’équation (12) on 
fait B == — ay**, on aura 



sinE=: 0,4997496 s=sin 29*59'^^ : ‘ ' 

. , “ '9. ) V 

donc, etc. 

, PROBtÈiiÈ. ■' - r”- . i*; • 

- ! é np ^ 



342 . Trouver Parc de ÿ', sdhs qiétl y M ' 
erteur de 7"'. • 

il V 

Solution. Du point e comme céiitre avec 
la 'distance bK prise pour rayon soit décrit 
un arc qui coupe la circonférence en z ; on 

19.. 
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aura l’arc Bz = — 4’ 2 1 ^ avec un excédant de 6"', 
lequel, soustrait de — 4 * 3o', donne pour reste g', 
sans erreur de 7 '". 

Démonstration. Si dans l’équation (12) on 
lait B== i5" = BK (52), on aura 

5 

sinE = — 0 , 0768404 = sia — 4 * 2 1' : 

.1 Il > ; ' ' ^ 2901 

donc l’arc Bz = — 4 “ 2 1 'o" 6 '". 

,Ce problème servira encore à la nouvelle di- 
vision du cercle, ainsique nous le verrons ci- 
après (256)- 

245 • L’arc de i5’ manquant de moins 

. 4» •«" CWS). 

celui de lo' excédant de moins de , 10 "' (257), 
celui de 6 ' manquant de moins de i5"' (259), 
celui de i’. de moins de su'" (241), 

et celui de 9 ' de moins de 7 '" (242), 

on pourra les combiner par addition ou sous- 
traction , sans accumuler beaucoup les erreurs , 
de manière qu’à la fin toute la circonférence 
se trouve divisée en degrés et minutes', sans 
autre erreur que de très peu de tierces. Ea 
effet , en doublant , par exemple , l’arc'^de g', 
on aura un arc ,de i 8 ' à moins de vî 4 "' près; 
et soustrayant, de cet arc celui de 6 ' approché 
à moins de i5"', on aura l’arc de 12 ' à moins 
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d’environ i"'. Soustrayant maintenant cet' ard 



de celui de i5' approché à moins d’une tiercé 
(235) , on aura l’arc de 3' avec à -peine une 
erreur d’une tierce; Par ce moyen On 'pourra 
diviser en cinq parties chaque arc de iS'i' et 
toute la circonférence se trouvera divisée de 
trois en trois minutes avec une erreur moindre 
de six tierces sur cette dernière division ; er- 
reur qui deviendra encore moip,(Ji;e\- si<qn- la 
porte en sens contraire de celle dç trois tierces 
au plus qu’on commet dans la division de i5' 
en i5' (235). Puis employai;it l’arc de r ' qqi a 
4'" de moins (24Ô) à diviser chaque arc de 3'^ 
on ne commettra plus ^une erreur de. 
l’on aura divisé la circonférence \en, (degrés j et 
minutes. , > . 



, On pourrait aussi combiner ces arcs. 
d’autres tirés des douze équations précédentes;^) 
de manière que l’on parvînt à.commettre dq 
moindres erreurs, et nous emploierions pour 
cela quelques problèmes , si d’un côté. U di- 



vision du cercle en 36o* ne devait pas avec le 
temps cesser d’être .employée, et si d’ailleurs 
nous croyions que les artistes qui voudraient 
continuer à s’en servir trouvassent ces re- 
cherches avantageuses pour la pratique. Nous 
ne croyons pourtant pas devoir^ omettre les 



« 
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prol)lè|iiçs ^oivans , dans la solation desquels 
nous supposerops que le cercle entier est di- 
visé en anciens degrés et minutes que , pour 
|a sâppUcité du calcul , nous considérerons 
cqmme exacts. 

f 

Ml • 

PROBLÈME. 

244 . Trouver Varc de 20" ou un tiers de 
minute , qui ait à peine \"* de trop. 

T* Solution. On trouve ( 201 ) l’arc de 40" 
avec moins d’une tierce de trop; donc aussi 
Fârc de 20', complément d’une minute, n’a pas 
tout-à-fait i"' de moins. 

Il' Solution. Du point e comme centre et 
avec un rayon égal à la corde de l’arc de 
6 i* 5 o' prise avec le compas, soit coupée la cii*- 
conférence en Z; on aura l’arc B Z= 20* 59'4o" 
avec à peine une tierce de trop; puis sous- 
trayant cet arc de celui de 20*40', l’arc restant 
sera de 20" avec à peine 1'" de moins. 

Démonstration.'^ dans l’équation (6) on fait 
E'=: 6 i® 3 o', en employant de plus grandes 
tables de sinus, on aura 

t sin BZ = sin £ = 0,55963991 ; , . , 
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on a ensuite 



sin 20® 39'4<>" = 0,55285984* 

Or 

iog 0,5528399 3=5 9,5475,777 .f 'tS 
i., Ipg sin 20® 59' 40"=;= 9,547^77^ 

log sin 20® 59' 5o" = 9,5476534 
i)n< . difiGsrence ï= 558.* ■.. . 




viron , c’est-aTdire et un ped plus. 



en-r 

i ” 



■) i7 '. 



i\> < ‘ci:; * PROBLÈME. V '• 

‘■nfü 'jI ‘77! t; \.t. - 17- 

245. Trouyerif'arc de \ 5 " ou un quart de 
minute à moins de lo'" près, ou environ. 

Solution. Du point e comme centre avec un 
rayon égal à la corde de 3 1 ® 5o* prisé' avec le 
compas t «coupée la circonférence eu- un 
p^t Z; on aura Farc BZ=s 5 t® 3 o'i 5* à 9^' 
de moins près. .noi.'.i . 'q ;)b 

Démonstration. dap^ l’équation (6) on fait 
*' 386 

E'=3i°3o', ontrouveraE=57“3o' “ais 
® \ U® manque est 



de 



environ 



, c’est-à-dire d’environ 1 o'". 
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PROBLÈME, 

246 > Trouver l’arc de 1 2" ou un cinquième 
de minute , à i'" de moins près, ou environ. 

Solution. Soit B3 = — 10“ 5 o'; du point a 
comme centi;e et d’un rayon égal à la distance 
b Z prise avec le compas soit coupée la circon- 
férence en Z ; on aura l’arc BZ ==40® 40^12“ 
avec environ i"'de moins. 

Démonstration. Si dans l’équation ( 7 ) on 
fait B = — ïo® 3 o', on trouvera par le calcul 

A = 40’ 40^ O*" O*'' ® = 4 : on a donc 

en moins une erreur de , c’est-à-dire de 

2200 ', 

i'" environ. 

< ■ « 

Si l’on avait fait le calcul avec de plus gran- 
des tables , on aurait relevé l’erreur avec plus 
de précision. 

PROBLÈME. 

247 . Trouver Tare de 10" ou un sixième 
de minute qiü surpasse d environ 1"'. 

Solution. Soit l’arc Bz = — 24°. Du point a 
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commecentre et d’un rayon égal à la distance ez 
prise avec le compas soit décrit un arc qui 
coupe la circonférence en Z; on aura l’arc 
BZ= i6“i5'io" av&c l’approximation deman- 
dée. 

Démonstration. Si dans l’équation (9) on fait 
E=’ — 24% on trouvera pour résultat 

log sin A = 9,4469652. 

Ce logarithme se trouve être celui du sinus de 
i6“i5'io":^ : donc l’excès ne va pas à deux 
tierces. 

'w 

■ »\ 

• • < PROBLÈME. ' ■ . .. 

248. Trouver Varc de 5" ou d un douzième 
de minute avec une erreur inappréciable par 
les tables ordinaires et moindre que d". 

T‘ Solution. Soit l’arc BZ = 4“3o'; du point 
a comme centre avec un rayon égal à la dis- 
tance eZ prise avec le compas, soit décrit un 
arc qui coupe la circonférence en un autre 
point Z'; on aura l’arc BZ'= 3a°5i'5" avec 
l’approximation demandée. ' 

Démonstration. Si dans l’équation (9) on fait 
E = 4“ 5o', on aura pour résultat 
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log sin A = 9,7345693 ; 
or 

log sin 33 '* 5 1 ' =9,7545539, 

et la diiTérence est i 65 ; de plus, dans les ta- 
bles, la différence pour dix minut^ÿ est 5 ^ 6 , 
c’est-à-dire précisément donble de i 65 ; 
donc, etc. 

En calculant l’erreur avec de grandes ta- 
bles, pn la trouve n;ioindre que 

II‘ Solution. Soit l’arc BZ = 5i“3q'. Pu 
centre a avec un rayon égal à la distance eZ 
prise avec le compas soit coupée la circon- 
férence en un autre ppint Z' ; on aura l’arc 
BZ' = 5 i® 3 o' 55 " trop petit de moins d’une 
tierce. 

Démonstration. Si dans l’équation ( 9 ) on 
fait E == 3 1 ° 3 q', on trouvera pai’ le moyen des 
tables ordinaires 



log sin A = 9,8936365 = log sin 5 1 ° 3 o' 5 o" ;; 

laquelle fraction se compai'ant à 10", don- 
nera 5 ^ avec un excès moindre de 1 1 On aura 
donc A = 5 i® 3 o' 55 ", lequel arc soustrait de 
5 i® 3 i' donnera 5 " ayec l’approximation de- 
mandée. 
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Mais il est temps do passer à la démonstra-r 
tion de l’usage qu’on peut faire des douze équa-< 
tions précédentes quand on veut diviser la 
circonférence du cercle suivant la nouvelle 
xqanière des Français. 

S 549 . Suivant cette manière , la circonfé- 
rence se trouve divisée en 400 degrés, afin 
que le quart de cercle, qui est le fondement 
de toute la Trigonométrie, soit par là divisé 
en 100. Chaque degré est divisé en loo mi- 
nutes , chaque minute en 100 secondes, et 
ainsi de suite. On. peut, si l’on veut , se dis- 
penser de dénommer les degrés, minutes ou 
secondes , la position des décimales faisant 
assez connaître la nature de ces fractions. 

250 . Par conséquent on volt que 9 degrés 
anciens valent 10 degrés nouveaux, 'ou bien 
que 9“ = 0,10} que 54 ' = 0,01 ; que 27' 

o,oo 5 ; que 5 '24'^ = 0,001 ; que 5 a"a 4 '‘' 
= 0,0001 ; c’est-à-dire qu’un degré nouveau 
vaut 54 minutes anciennes, qu’une minute nou- 
velle vaut 3 :}" 24 ''' de l’ancienne division , etc. 

251 . Les divisions obtenues exactement par 
le moyen des trois points a, b et e dans le 
second livre donnent jusqu’à la 240" partie 
de la circonférence ( 59 ). L’arc qui forme cette 
partie est exactement de l’Sa' de l’ancienne 
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division. Il ne s’exprime pas egalement avec 
un nombre fini de décimales dans la division 
moderne ; le premier arc , formé par l’as- 
semblage de plusieurs ao" qu’on exprime avec 
un nombre fini de décimales- du quart de cer- 
cle , est celui de - 4 - ou de ^ de la circonfé- 

’ a4o oo 

rence , lequel est de 4” 5o' = o,o5 du quart de 
cercle y c’est-à-dire de 5 degrés de la nouvelle 
division. Ou peut, donc avec les méthodes du 
livre second et par le moyen des trois seuls 
points a , 6 et e pris hors de. la circonfié- 
rence, la diviser en deux parties égales , cha- 
cune de cinq degrés modernes, et cela avec la 
précision géométrique, ce qui est un des avan- 
tages de cette Géométrie. 

252. Ou pourrait, si l’on voulait, par la 
division des arcs en deux parties, égales (60) , 
diviser ensuite la circonférence • en arcs de 
deux degrés et demi chacun ou de;o,oa5, et 
continuer ainsi cette division ; mais il est clair 
que par ce moyen on ne pourra pas avoir un 
degré avec précision. Il ne reste donc d’autre 
moyen à la Géométrie pour obtenir l’arc d’un 
degré (65), que celui de chercher quelque 
construction qui le donne au moins par ^ ap- 
proximation. 



/ 
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Soi 



PROBLÈME. 

255. Trouver Farc d’un nouveau degré y 
ou de 0,01 , sans qu’il excède dun sixième 
de seconde de la nouvelle division ou de V" de 
l’ancienne. 

y 

Solution. Prenez avec le compas la corde 
de 1 38® de l’ancienne division , ou de qua- 
rante-six vingtièmes de la circonférence (42), 
et du point a comme centre décrivez un arc 
qui coupe le quart de cercle Byen un point z; 
l’àrc Bz sera de 1 1 degrés de la nouvelle divi- 
sion ; d’où soustrayant l’arc de g® =o, lo (252), 
on aura pour reste un arc z= o,oi avec l’ap- 
proximation demandée. 

Démonstration. Si, dans l’équation (4), on 
fait A'= i83°, on aura 

sin A = ^ (sin45°H-sin i83®-f-sin — gS) 
= ^ (sin 45® — sin 3® — sin 87®). 

On a ensuite 
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— sin 5 ® = — o,o 52336 o 

— sin 87® = — 0,9986295 

sin 45® = 1,2928932 

— * 0,3438587 

—-0,1719295. 

On a de plus 

sin 9° 54' = 0,1719291 
sin 9® 55' = 0, 1 722 1 56. 

Donc l’arc Bz = A = 9*54^ avec le seul excès 
de d’une minute de l’ancienne division , 

c* est-à^re sans qu’il y ait un excédant de 4^^» 
et par conséquent sans qü’il y ait erreur d’une 
seconde de la nouvelle division. 

254. On pourrait, avec des tables un peu 
plus étendues que celles ordinaires, recber- 
cher cette erreur avec plus de précision. Dans 
tous les cas, elle est si petite, qu’en l’accumulant 
encore deux ou trois fois , elle ne serait ptttir- 
tant pas sensible dans les plus grands quarts 
de cercle. Or, dans leurs divisions, on n’a pas 
besoin de l’accumuler plus de deux fois ; càr 
on a déjà , avec la précision géométrique, l’arc 
de o,o5 (251). Si sur cet arc on trace deux di- 
visions d’un degré en commençant des deux 
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extrémités et allant en sens contraire , on nüra 
marqué stir cet arc quatre points qui en don- 
neront la division en cinq degrés , et chacun 
de ces points ne sera pas éloigné de sa véri- 
table position de six tierces entières de l’an- 
cienne division , ou d’un tiers de seconde dé 
la nouvelle. 

255. D’après ce problème, on sppposera 
maintenant la circonférence divisée en 4oo 
degrés de la nouvelle division. 

» 

ÈÈOBLÈME. 

256. Trouver l’arc dun nouveau demi- 
degre ' , ians qdit jr ait excès de six tierces 
de r ancienne division ou dun tiers de seconde 
de la nouvelle. 

Solution. Préttei âvec le compas là distance 
du point b au point K, et du point e comme 
centré avéc ce rajon èK , décrivez un arc qui 
coupe la circonférence en un point z ; vous 
aurez l’arc Bz == — - 4“ ^vec un excès 
moindre que 7 *; soustrayez - en un arc de 
3® = Np (45), il jyiendra pour reste 
c’est-à-dire un degré et demi de la nouvelle 
division : alors de tous les points des degt'és 
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(225) pris pour centre et d’un rayon égal à 
la corde de cet arc , on pourra diviser tous 
ces mêmes degrés en deux parties égales. 

Démonstration. Si dans l’équation (12) 
on fait B = BK = i5“ (32) , on aura 

E =•— 4*3 donc, etc. (242). 

m 

PROBLÈM E. 



257. Trouver Varc dun cinquième de degré 
de la nouvelle division , sans qu’il y ait excès 
d une secoTuie ancienne. 

Solution. Du point e comme centre avec 
un rayon égal à la corde de Si' prise avec 
le compas décrivez un arc qui coupe le quart 
de cercle en Z; l’arc B Z sera de trente-sept 
degrés nouveaux plus un cinquième de degré, 
avec la précision demandée. 

Démonstration. Si dans l’équation (6) on 
fait E' = 5i% ou aura 

E = 55»a8' ^ = 35'a8'48" 

Mais 55“28’48" = 0 , 372 ; donc, etc. 
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PROBLÈME. 

258. Trouver Varc de quatre dixièmes dCun 
nouveau degré, sans qu'il y ait excès de i6'" 
anciennes. 



Solution. Soit l’arc BZ = 76* 5o'; puis du 
point a comme centre et d’une ouverture de 
compas z=b 7 / prise pour rayon décrivez un 
arc qui coupe le quart de cercle en un point Z'; 
on aura l’arc BZ'= 0,094, c’est-à-dire de neuf 
nouveaux degrés et quatre dixièmes avec l’excès 
indiqué. 

Démonstration. Si dans l’équation ( 7 ) on 
fait B = 76° 3 o', elle deviendra A r= 8® 27' 



Mais8“27' = o,og4; donc, etc. 



PROBLEME. 



259 . Diviser un degré de la nouvelle di- 
vision en dix parties égales. 



Solution. Après avoir divisé cet arc en deux 
parties égales (256) , ôtez de l’arc de ô,oo5 les 

20 
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arcs de 0,004 (258) et de 0,002 (257), et l’on 
aura les arcs de 0,001 et de o,oo5, avec une 
erreur de quelques tierces de l’ancienne divi- 
sion seulement : on aura donc tous les arcs 
par la division de l’arc de o,oo5 en cinq par- 
ties ; et divisant ensuite de la même manière 
l’autre moitié de l’arc, il sera divisé en dix 
parties égales. 

260. On pourra soustraire et ajouter ces 
arcs, de manière que, balançant les erreurs 
en plus et en moins , on obtienne exactement 
la millième partie d’un nouveau degré : on 
pourra donc par la suite supposer le quart de 
cercle divisé en millièmes ou de dix en dix 
nouvelles minutes. On les considérera comme 
exacts pour la simplicité du calcul. 

PROBLÈME. 

261. Trouver Varc dune nouvelle minute y 
sans erreur d’une tierce ancienne. 

Solution. Soit un arc B s = — i*5o'; la 
distance az sera corde d’un arc de 1 , 3609 , 
sans erreur d’une tierce ancienne. Soustrayant 
cet arc de celui de i,36i (260) , on aura l’arc 
de o,ooQi. 
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Démofistration. Si dans l’équation (1) on 
fait A = — i® 5 ', elle devient 



A'=I22°28'^= I 22° 28 ' 5 I " 36 " 



2454 



donc, etc. 



= 1,3609 ( 250 ) : 



PROBLEME. 



262 . Trouver l’arc de deux nouvelles mi- 
nutes, sans erreur dune tierce ancienne. 



Solution. Soit l’arc Bz = — 48*; la dis- 
tance b Z sera corde d’un arc de 0,4422 avec 
la précision demandée. Soustrayant de cet 
arc celui de 0,442 ( 260 ), l’arc restant sera 
de 0,0002. 

Démonstration. Si dans l’équation ( 2 ) ou 
fait B = — 48“, elle devient 



donc, etc. 



®=59"47'|Sf=V<>'5^''48'" 

= 0,4422 ( 250 ) 



PROBLÈME. 



265 . Trouver Tare de trois nouvelles mi- 
nutes , sans erreur dune nouvelle tierce. 

Solution. Soit tm arc Bz = — 78° ; du 

20.. 
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point a comme centre avec la distance cz 
prise pour rayon soit décrit un arc qui coupe 
le quart de cercle By en un point z' ; on 
aura l’arc Bz'= — 0,0187 avec la précision 
demandée ; et soustrayant celui-ci de l’arc 
= — 0,019 ( 260 ), on aura l’arc restant 
= — o,ooo 5 . 

Démonstration. Si dans l’équation ( 9 ) on 
fait E = — 78*, le sinus de A devient né- 
gatif; en changeant les signes dans les deux 
membres de l’équation , on a log sin A 
^8,4678991. Or dans les nouvelles tables 
de Callet pour la nouvelle division du cercle, 
on trouve 

8.4678990 = log sin 0,0187 ; 

puis de log sin A=8,467899 1 
soustrayant 08=6,1960574 {V. Callet), 

on aura a,27i84i7=log 187,00004. 

On a donc A= — 0,018700004; l’erreur se 
trouve encore moins forte , si l’on emploie 
plus de chlifres dans les logarithmes. 

264 . On a pour la position du point dans 
les trois problèmes précédons , et spéciale- 
ment dans le dernier, une telle approximation, 
qu’on n’en peut pas désirer une plus grande. 
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Au moyen des arcs trouvés par ces problèmes, 
on peut diviser de plusieurs manières un mil- 
lième du quart de cercle (260) en deux par- 
ties égales, c’est-à-dire en minutes de la 
nouvelle division du cercle. 

265. On pourrait de même obtenir des 
divisions plus petites , mais il faudrait em- 
ployer des tables plus grandes que celles dont 
je me suis généralement servi dans les calculs 
des douze équations précédentes. On pourrait 
aussi , si l’on en avait besoin , étendre la di- 
vision de la circonférence au-delà des minutes 
du nouveau système français. 

PROBLÈME. 

266. Dans un cercle d’un rajon donné , 
trouver une corde B b qui approche d’être égale 
au quart de la circonférence. 

Solution. Faites {fig. loi ) sur la circon- 
férence à AB = BC = CD = DE; puis à BD 
=s Ba = Ea; du point G pris pour centre et 
du rayon Ca décrivez un arc qui coupe la 
circonférence en b; B b sera la corde cher- 
chée. 

Démonstration. AB étant supposée = i , si 
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l’on fait BC ï= A = 6o® dans l’équation (i) , 
on aura 

A'= 43 “ 55 '— ^ = CÔ: 

donc l’arc BC6 sera de io 5 * 53 '^^ ; sa moitié, 

qui est de ^ ® P®"*' 0^7855998; 

donc la corde Bi aura pour valeur 1,5711996. 
Le quart de la circonférence étant ensuite égal 
à 1,5707965, Terreur ne sera donc que de 
0,0004 environ. 

267 . Suivant le rapport d’Archimède, en 
supposant le rayon = i , on trouve pour le 

quart de la circonférence -y = 1,5714: donc la 

construction du problème ci - dessus ( 266 ) 
donne une plus grande approximation. Cette 
constniction étent d’ailleurs très simple , il sera 
plus commode de l’employer dans la pratique 
que les autres que nous pourrions bien donner 
aussi;, mais, quoique susceptibles de donner 
dans la théorie un plus grand degré d’apprpxi-e 
mation, ) elles seraient- plus compliquées, et 
par conséquent plus sujettes à, erreur. 1, 
♦•ir.- 15 ? r/i;. ■ H ■> •:iti . 
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PROBLEME. 



Dans im cerclé et un rayon donné AB, 
trouver taré qm approche le plus et être égal 
au rayon. 

^ ‘«i '• .'A' ' 

Solution. Faites sur la circonférence 

BÏ.CMFDdÈrf (^. 102) à AB = BC = CD 
= D£ = Ër/; à BD=Ba = Ea; à A<z=BF 
= D j = = aL: à AB = FO, et enfin à 

* V , 1.,- V- 

À F = 0 M : l’arc LM sera celui qui approchera 

^ ^ 1 *.* ^ ‘ “ 

le plus d’être égal au rayon, j 
Démonstration. Si _d&ns l’équation ( 4 ) on 
fait ^A' = 96“, cet arc ayant pour^ corde a L , 



on aura 



BL=Aç= 20 » 42 'Æ,r., 

^ ® 72 » 

^JO 

Comme on a de plus OM = ôF corde de la 
cinquième partie delà circonférence ( 40 ) , ou 
de 72% et l’arc FG = 6o“; on aura l’arc Fw^’ 
= 12°, et par conséquent -.- 

l’arc LM = BF — BL — FM = Sy»! 7' 

‘ * 2721 

57*17^4^^^ " 1 ” • • • > 

on aura donc pour l’arc égal au rayon 57" 1 7 '44^', 
comme on lè sait déjà’; donc j etc. 
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PROBLÈME. 

269 . Trouver le côté dun carré qui ap- 
proche le plus dêtre égal en surface à un 
cercle dun rajon donné AB. 

Solution. Faites sur la circonférence 
BPCQDRE (^fig. io 5 ), à AB = BC = CD 
= DE; du même rayon B A et des centres B 
et E décrivez les deux arcs ALc^ AMif; des 
centres C et D et du rayon D B décrivez les arcs 
cNM, «?NL; faites à AN = BP = PQ, puis 
à LM = QR ; BR sera le côté cherché. 

Démonstration. Si dans le triangle isoscèle 
CND on suppose la base CD = i , divisée 
en fjt, en deux parties égales , on aura 

OU 

C 2 ) = 3 =^ + (N/*)‘: 

donc 

N;* = ^ V/iï ; 

ensuite on a (Ca)* = (C^)‘ + (Afi)* , et par 
conséquent A/w = ^ V/ 5 . Donc on aura 

AN = ^(t/i9— y/a) = 0,7922869 
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valeur qui se trouve être celle de la corde de 
l’arc de 46°4o'^ = BP = PQ : donc l’arc 

BQ sera de g5“2o' Tirez les droites BL 

divisées par le milieu au point n, BD, Dn, 
BE, et les perpendiculaires D«f, Li, Mm per- 
pendiculaires à la même ligne B£ aux points «T, 
l etm. L’angle DBE étant égal à 3o” (ao, liv. 3), 
on aura 

sin DBE = -j cos DBE=- v/3. 

On a ensuite, suivant les propositions de la 
Trigonométrie , 

cosDBw=^; 

sinDBn=^oucosDBn=g V^3;- 
et comme l’on a 

D«=v/[(I)B)‘:=(Bn)‘]=iv/ii, 

on aura 

sin DBra= g t/33. 

On a ensuite (1 54) 

cos LBZ z= 6 (DB« — DBE) = cos DB« cos DBE 
-h sin DB« sin DBE =^(3 + /53) = ^ = B / 
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(BL étant égal à BA = i); donc 

A/ = AB-B/ = ^( 9 _V/ 55 ), 
et par conséquent 



LM = aA?= ^ (9 — i/35)== 0,5435739 ) 
valeur qui est celle de la corde de 5i*'a8' 

2799 

= QR : donc l’arc BQR sera de i 34 ° 49 ^ 
sa moitié 62” 34' a pour sinus o,8863a83 , 

et par conséquent 'on aura la corde 'de' BQR' 
== 1,7726566. Or en faisant le rayOtt ==r 
on a la surface du cercle = 3,1415926, qui 
a pour logarithme ' 0,4971499* La moitié 
de ce logaridime, c'est-à-dire 0,2485749 
=Iog j/ 3 , i4i 5926, se trouve être log 1 ,772453, 
On n’a donc qu’une erreur de 0,00a environ; 
ce qui donite, ime: approximation! séiffii^ntè. 

270 . Au lieu de AN , on aurait pu employer 
les lignes d\j ou cM, ; qu’on doit trouver égales 
à cette ligne AN. 

Démonstration. Menez lesdroiteS’èf L et Dp' 
au ppint P milieu de AN , on aura , 




sin LD/? = 



/I). 

DL* 
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Mais l’angle L D/) = ^ L D f/ = ^ (BDr/— BDL) 
= 3o® — BDre : donc (1 54) 



sin LD/J = ^ cosBD/i — ^ ^ 3 siuBD /2 

îv/5.^V/5; 






d’où 

Lp = DL sinLD/) = | ^ v/3, 

et 



W=iv/ii=iv/3 = AN. 
2 2 



PROBLÈME. 



27 1 . Étant donné le côté AB dun cairé 
(11g, io4), trouver le rajon dun cercle qui 
approche de lui être égal en surface. 

i 

Solution. Du centre A avec le rayon AB 
décrivez la circonférence BCFDLPMEi/; faites 
à AB =3 B Cc= Ç D =.DE = Ec? ; du centre B 
et avec le rayon BD décrivez l’arc <i«NDrt; 
du centre E et avec le même rayon coupez 
cet arc en a,: faites à Aa = BF = Dèï=c?i 

î ' » 

et à AB = D« = rfN ; du centre C et avec le 
rayon CN coupez la circonférence en P; faites 
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à Nn = PM et à FB = CL; on aura LM pour 
le côté cherché. 

Démonstration. Si l’on fait AB = i , le 
triangle BNi/ ayant les côtés respectivement 
égaux à ceux du triangle BDL de la fig. io3, 
on aura 

sin i cfB N = g t/ 5 ; cos ^rfBN = g 1/33 (270) ; 
d’où 

sin rfBN s= 2 sin ^ fi?BN cos ^rfBN (154) 

= g v/ii;cosc?BN=v/(i-sin*<yBN) 
5 

-g- 

De plus, l’angle OBrf étant droit (3i , liv. 3), 
on aura 

cos CBN =sincfBN = g v/ii. 

Mais on a par la Trigonométrie , 

(CN)‘ = (BC)‘ + (BN)* — aBC . BN . cos CBN : 
donc 

CN=,/(4-al/3.5t/ii)=t/(4-5V'35) 
= 1 ,44400^5 , 
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que l’on trouve être la corde de 02® 26'-^^ 
= CP; puis on a 

smNBE=^ = sin (CBE — CBN) 

=( 1 54 )sin 6 o“cosCBN-cos 6 o®sinCBN 

*/>?*/ * 5 

= -»/3.gt/ii--.g; 

ou aura 

Nn = 2BN.siuNBE 

= g( 3 v/ii — 5 v/ 3 ) = 0,2149367, 

que l’on trouve être la corde de 12® 20'-^^ 

20Q2 

= PM. On aura donc l’arc CPM = 1 04° 4 ^^ î 

d’où soustrayant l’arc CL , qui est un cinquième 
de la circonférence ( 40 )= 72®, il restera l’arc 

LM = 32 ° 40^ E5— dont on trouve la corde 

= 05643274. Or nommant K le rapport de la 
circonférence au diamètre et R le rayon du cer- 
cle, on a, comme on sait, sa surface =ttR*; 
faisant donc ttR* = 1 , qui est la surface du 
carré du rayon AB = i , auquel on veut que le 
cercle soit égal , on aura 

R=\/ï- 
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et 

log R = — ^ . log -TT = — 0,2485749 

= — 1 +o,75i425i = log 0,5641896; 
l’erreur ne sera donc pas de 0,0002. 

PROBLÈME. 

272 . Étant donné le rajronA-lid'ime sphère 
(fig. io5), trouver le côté d’un cube dont la 
solidité approche d’être égale à la moitié de 
celle de la sphère. 

Solution. Après avoir décrit du centre A avec 
le rayon AB la circonférence BGCDPEc?, 
faites à AB = B C = CD = DE = Erf; du 
centre B avec le rayon BD décrivez l’arc 
aDNf/; du centre E et avec le même rayon 

s 

soit coupé cet arc eu a; faites à AB = aG 
= rfN; et à CN = CP; PG sera le côté 
cherché. 

Démonstration. En effet, on aura ( 274 ) CN 

corde de 92” 26'-^^. On aura ensuite GC 
^ 2010 

= i 5 * ( 52 ) ; d’où PG = 107-26' ^^3 , dont 
la corde, en faisant AB = 1 , se trouve être 
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égale à 1,6122696. Or dans la même hypo- 
thèse, et supposant le rapport de la circon- 
férence au diamètre = TT, on a 

la solidité de la sphère = | tt , 

'i 

et son logarithme = log 4 + log tt — log 5 
= 0,6220886, 

dont le tiers 0,2073628 se trouve être le lo- 
garithme de 1,611991 ; et par conséquent l’er- 
reur qui en résulte ne va pas à o,ooo 5 . 

PROBLÈME. 

275. Étant donné le côté AB cCun cube 
(fîg. 106), trouver le rajon dune sphère qui 
approche de lui être égale en solidité. 

Solution. Du centre A avec le rayon AB dé- 
crivez la circonférence BLCMFDE; faites à 
AB = BC = CD = DE ; à BD = Ba = Ea ; 
à Aa = BF ; puisa Fa=FM, etàFA=FL; 
LM sera le rayon cherché. 

Démonstration. On aura l’arc FL =60* 
(t 5 , liv. 4 )- On a ensuite, en faisant AB = i, 

oF=Aa— AF=t/2— I ( 27 ) = o,4i42i36, 
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que l’on trouve être corde de 23 * 54 *^^. On 

aura donc l’arc LM = 36 “ 5 ' , qui a pour 

corde 0,6195986. Or la solidité d’une sphère 
qui a R pour rayon, est, comme on sait, 

exprimée par la formule | -tt R* ; si l’on fait 

I ^ R’ = I , qui est la solidité du cube donné , 
on aura 

log R = »o6 3 - 1 o| 4 — logir 

= — I + 0,793687 1 = log o,62o35o4 ; 

donc l’erreur en moins qui en résulte ne va pas 
à o,ooo8. 

274 . Comme toutes ces approximations 
dans la rectification, la quadrature et la cu- 
bature de la circonférence du cercle et de la 
sphère , et dans les problèmes inverses , ne 
font |>as erreur d’une millième partie du rayon, 
on les regarde comme suffisantes dans la pra-7 
tique. Quand on voudra pousser plus loin les 
approximations , il n’y aura autre chose à faire 
qu’à trouver en degrés et minutes l’arc dont la 
quantité linéaire que l’on cherche est la corde ; 
puis tirer cette corde dans le cercle , après l’a- 
voir divisé dans le nombre trouvé de degrés et’ 
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minutes , en employant les méthodes précé- 
demment démontrées ( 235 » 243 ). 

•. PROBLÈME. 

275 . Doubler le cube par approximation. 

Solution. Soit AB le côté du cube qu"on 
veut doubler (Jig. 107); après avoir décrit 
du centre A avec le rayon AB la circon- 
férence BQMNCFPDE^/e, et y avoir fait 
à AB==BC = CD=DE, àBD=BÆ=Ea, 
à Aa = BF, etàFA = FN; aN sera, à très 
peu de chose près , le côté du cube double. 

Démonstration. L’arc B N sera un douzième 
de la circonférence ( 31 ) = 3 o®; si l’on fait cet 
arc BN = A dans l’équation (1), l’arc A’, dont 

23SS 

«N est la corde , sera = 78" a' On a donc, 

en faisant AB = i » 

aN = 3 sin 39° i' = i^aSgaSoo; 
on a ensuite 

3 

1/3 = 1,3599209. 

i 

L’erreur eu moins qui en résulte n’est donc 
pas de 0,0007. 

31 
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M*- $oUuion. Si l’on voulait une grande 

approximation., aprè& avoir Éait la oonsbruction 
de la première solution , et avoir fait en outre 
à AB = Erf=rfc, à A 4 == 5 F=D 6 = r/ô, 
à flN = cM = MP, à Fi = FQ; PQ sera le 
côte' cljiçrclié,, «Lve<c nue. approixinçiation (:^s 
grande que dans la solution précédente. 

Démonstration, CommO;t la démonstra- 
tiou la première solution, on a l’ai^ cM. 

aura l’arc cMP 

= i 46 * 5 ' ; puis Musti^yant l’arc FQ 

=ss7a'^ ( 40 ) de l’arc FBc = i 5 o* ( 37 , 30 ), 
on aura l’arc restant eQ = 78^ ; en le sous- 
trayant de Farc cMP, on aura l’arc QP 

= 78®ô^^^, dont la corde se trouve être 

= 1,25991,90.? l’erreur en moins qui en ré- 
sulte ne sera donc que de 0,000019, c’est- 
à-dire à peine de deux millionièmes de rayon. 

PROBLÈME. 



276 . Tripler, qmdrupler , elc. , et octu- 
pler le cube (fig. 108). 

Solution. Soit AB le côté du cube donné; 
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dn centre A et avec he Ÿaÿon AB décrives là 
circonfe'rence BûjG/ACéj'FLDOEû?cj ftiites-y 
à AB = BC = CD = DE = Etf=ifci des 
centres B, c, E, D avec le même rayon 
AB décrive* les arèS kirè, kqà, c^A<^'E, 
Ar£^ de œntte B àvec le jfnême reycnk 
BD décrivez l’arc rfrcTDa j daeen^ E etaVeé 
le même rayon coupez cet arc en a; des cen- 
tres C et D et avec le même rayon décrivez 
les arcs cpqE , , 'R^'xd, faites à Aa = BF ; à 
AB = FO = aG=GL, à EL= aa>, à -rrr 
= Be, kp^s=^Bfi , ttk qrUàftv ; on aura 

r. . Ap j j double (276), 

CjS / \ triple, 

I pour c6té J • 

r du cube 

ce l I sextuple , 

cr \ ï sè^ttùplë, 

BE V octuple. 

Démonstration. Si l’on fait AB = i, on 
aura (271) 

C cT = v /(4 - 1 1/35) = 1 ,4422495 ; 

on a ensuite v/3 = 1,4422493 ’ donc l’excès 
■n’est pàs de 0 , 002 . 

L’arc OFG étant dë io5° (29, 50), sa corde 
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O G sera égale à a sin 53“ 5 a' = 1,5867066. On 

3 

a de plus v/4= 1,5874007 ; donc ce qui man- 
que est de 0,0007 environ. 

5 

On aura ensuite l’arc EL = — 7 de la circon- 

a4 

fépence ( 32 ) = 75“; si dans l’équation ( 4 ) on 
fiut A' = 75% on a 



l’arcA = Bû, = 3a“a7'^j 
et comme FO=6o'* (i 5 , liv. 4), on aura 
l’arc OFa= H7"3a'^, 



qui a pour corde 1,7 103744* On a ensuite 
3 

K 5 = 1,7099757; donc l’excès n’est pas de 
o,ooo 3 . 

Puisque BD = Bt == Dtt = v^ 3 , et Dr 
= B “TT = I , on aura ( 23 ) 



^t.BD=(BD)* — (Btt)*, c.-à-d.-ifT. |/ 3 =a ; 
d’où’ 

2 \/5 = i,i5470o5, 

que l’on trouve être la corde de 70"3i' 

= B s. On aura donc l’arc c B g de 1 3 o" 3 1 ' ^3^5# 
qui a pour corde 1,8164964* On a ensuite 
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3 

1/6=1,8171304 : donc on fait une erreur en 
moins qui n’est pas de 0,0007. 

Les deux triangles CJ'p, Bp J' ayant les 
côtés respectivement égaux , seront égaux 
(8 et 36, /iV. i) J et comme ils sont sur la 
même base pj', les droites , BC seront 
parallèles entre elles (Sg, Uv. i). On aura donc 
l’angle CBcT = BtTp (37, liv. i). 

Donc cos CBcT =g V/ii ( 271 )= cosBJ'p. 

On a ensuite par la Trigonométrie , 

(Bp)*=(BJ')*+(pJ')* — 3 BJ'.pJ'.cosBcrp; 

et les lignes Bp et CcT étant égales, puisqu’on 
les détermine par la même construction, on 
aura : j . . 

4 — 5 l /33 = 34 -(p«T)* — 2 pS'.\/ 5 . g /il ; 

d’où 

f '■ J . * ■ 

I — j/35 = (pj')* — pcT.^/53’: 

ajoutant dans les deux membres de l’équation 
le carré de g / 33 , on aura . .. - j 

(■ -s t/SS)' =((><>'- g /35y,- 

d’où 
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Pit'-iv/î 3 =±(. -^v/ 53 ). 

0 « a ensuite ( 23 ) 

P . rfE = t^î^* — {p^T> 

c’est-à-dire •pS' as t — {pd)% et :par con- 
se<{«ent la ligne / 7 àT est pltts petite que l’u- 
nité; puis on dëtèmiinera /)«T =^'l/ 33 i 
=±^,914354^ , quie l’on trônve côtde 
de l’arc de 54 * ^ 6 ' On a etlsuifc q'x 

=* LM de la fijgi ie 3 fs la cbidé dè l’aVc dô 
5 «* « 8 ' 2 ^( 860 ! donc 

l’arc > = 60” + 54 " j6' + 3 1 • 38' ü 

•*. 145 - 55 ' . 

arc dont on trouve la corde cp = i,9i222i4* 

On a ensuite yq = 1,9129309; donc on fait 
une erreur en moins qui n’est pas de 0,000702 ; 

3 

on a enfin BE =12= y^ : donc , etc. 
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PROBLEME. 

277 . Sous-douhler le cube par approxima- 
tion (fig. io8). 

Solution. Soit AB le côté du cube donné; 
du centre A avec le rajon AB décrivez la 
circonleFence BCDE^^ et faites à AB=BC 
s» CD sae DE s= du centre B avec le 
rayon BD tracez l’arc YiS'ày. du centre d 
avec le rayon dh. tracez l’arc AcT*E; DJ^ sera 
le côté ehercAé. 

Démonstration. La droite DcT de cette figure 
a été (terminée comme celle dh de la fig. io 3 . 
O» aura donc ( 269 ) DVl' = 0,7922869. Or 

on a = 0,79(3703^ ; donc oo fait une er- 

rçuf en. ittoins. qui n’esl; pas de o,Q02^ 

^6* îious n’aveits pas vovdn omettre les 
solutions de ces deux derniers problèmes > quoi- 
qu’il y ait erreur dans quelques résultats , sa- 
voir, d’un ou deux millièmes dans les uns, et 
de quelques dix -millièmes dans les autres^ 
parce que ces erreurs sont souvent négligeables,, 
et que d’ailleurs les solutions en sont simples > 
On peut avoir des valeurs beaucoup plus exactes 
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que les précédentes pour former des cubes, non- 
seulement dans les rapjKîrts ci-dessus exprimés, 
mais encore dans d’autres, si l’on cherchait les 
arcs exprimés en degrés, minutes et parties de 
minutes qui ont pour cordes les racines cu- 
biques , ou leurs moitiés , leurs tiers , etc. , 
nécessaires pour la construction du cube 
cherché; on retirerait ensuite ces cordes du 
cercle divisé exactement en degrés , minu- 
tes , etc. (243 , 244) , et on les emploierait 
ensuite , ainsi que leurs multiples , à la même 
construction du cube. 

279. C’est ici que se termine enfin la Géo- 
métrie du Compas ; si elle est accueillie favo- 
rablement des géomètres , et si elle peut être 
de quelque utilité aux artistes, aux dessina- 
teurs, et spécialement aux ingénieurs en ins- 
trumens de Mathématiques à l’usage des géo- 
graphes et des astronomes , je me trouverai 
bien récompensé du long ennui que m’a coûté 
sa composition. 



FIN. 



605942 
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On tivuve chez BACHELIER, libraire, quai 
des^ugiislins , n“ 55, à Paris , les Ouvrages 
suivans : 

L’ART DE RÉGLER LES MONTRES ET LES PEN- 
DULES , 5 * édition , augmente'e d’une planche et 
de la manière dc.tracer la li{;ne méridienne du temps 
moyen , par Bertlioud , mécanicien de la marine ; 
membre de l’Institut de France et de la Société 
royale de Londres , membre de la Légion-d’liori- 
neur ; 1 827 , vol. in-i 8 avec 5 pl. 2 fr. 5 o c. 
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par Biot ; in-8. t fr. 5 o c. 
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- troductiouA l’étude de la Mécanique appliquée aux 
Arts, contenant les principes de Statique, de Dy- 
namique, d’Hydrostatiqiie et d’Ilydrodynamique 
applicables aux Arts industriels; la théorie des mo- 
teurs , des effets utiles des machines , des organes 
mécaniques intermédiaires , et l’équilibre des sup- 
ports ; par Borgnis , ingénieur et membre de plu- 
sieurs académies ; 1821 , i vol. in~4. i 5 fr.. 

DICTIONNAIRE DE MÉCANIQIT. APPLIQUÉE AUX 
ARTS , contenant la délinition et la description som- 
maire des objets les plusimportans ouïes plus usités 
qui se rapportent à cette science-, avec l’énoncé de 
leurs propriétés essentielles; suivi d’indications qui 
facilitent la reclserche des détails plus circonstan- 
ciés ; par le mêrtie ; 1828, in-4. i 3 fr. 

TRAITE ÈLÉMEISTAIRE DE CONSTRUCTION AP- 
PLIQUÉE A L’ARCHITECTURE CTVILE , conte- 
nant les principes qui doivent diriger, i® le choix 
et la préparation des matériaux ; 2“ la configuration 

-* et les proportions des parties qui constituent les 
édifices en général ; 3 ® l’exécution des plans déjà 
fixés ; suivi de nombreuses applications puisées dans 
les plus célèbre» monuincns antiques et moder- 
nes, etc. ; par le même ; iti — 4 d’environ 65 o pages, 
et atlas de 3 o pl. gravées par Adam ; i 8 i 3 .. 36 fr. 

TRAITÉ DE TRIGONOMÉTRIE, parCagnoli, trad. de 
l’ital. par M. Chempré , 2' éd, ; 1808 , in- 4 - 18 fr. 
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NOUVEAU TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DE PERSPEC- 
TIA E A 1 UM{^e des artistes et des pewonnes qui 
s occupent du Dessin ; précédé' des premières no- 
tions de la Géoinétrre élémentaire , de la Géomé- 
. trie descriptive , de l’Optique et de la projection 
des ombres ; par Cloquet (J. -B.), ex-professeur 
de Dessin a 1 école des Mines et à celle de la Bri- 
. gade topoijrapliique au Dépôt .des fortifications: 
I vol. iu-q et atlas de 84 pl. , dont plusieurs co- 
. loriées, 1823. 3o f. 

THÉORIE DES MACHINES SIMPLES, en ayant égard 
au frottement de leurs parties et A la raideur des cor- 
dages. A o«w//e édition, à laquelle on a ajouté les 
. Mémoires suivans du même auteur j — sur les frot- 
teinens de la pointe des pivots ; — recberclies théo- 
riques et exiJérimentales sur la force de torsion et 
sur l’élasticité des fils de métal ; — résultats de plu- 
sieurs expériences destinées à déterminer la quantité 
d action que les hommes peuvent fournir par leur 
^a\ail journalier, suivant les différentes manières 
• dont ils emploient Iqprs forces ; — observations théo- 
riques et expérimentales sur l’effet des moulins à vent 
et sur la figure de leurs ailes ; — sur les murs de re- 
, vêtement et l’équilibre des voûtes, etc. ; jiar Cou- 
lomb, chevalier de Saint— Louis, capitaine ciu Génie, 
membre de! Institut de France - 1821, vol. in-Aavec 
10 planches. ^ ,5£j. 

DESCRIPTION de. divers procédés pour extraire la 
soude du sel marin, vol. in~4 avec 1 1 planches re- 
présentant d une maniéré très détaillée les plans et 
élévations des ateliers de soudières , les fours, four- 
neaux et instrumens nécessaires à la manipulation 
de la soude; par Darcet, Lelièvre et Pelletier. Sfr 
MANUEL D’ÉLECTRICITÉ DYNAAIIQÜE , ou Traité 
' sur 1 action mutuelle des conducteurs électriques et 
des aimans , et sur la nouvelle théorie du magné- 
tisme , pour faire suite à tous les Traités de l^y- 
sique élémentaire ; par Demonferrand , professeur 
de Mathématiques et de Physique au collège de Vetw 
sailles , .etc. ; 1823 , in — 8 avec 5 planches. 4 fr. 
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